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多 年 来 ， 为 了 大 规模 快速 计算 的 目的 ， 数 学 影响 了 计算 机 税 
学 的 形成 与 发 展 ， 随 着 计算 机 在 社会 中 作用 的 变 大 ， 它 反 过 来 又 
影响 数学 ， 图 论 就 是 这 方面 的 显著 范例 。 由 于 图 论 对 计算 机 有 许 
多 应 用 ,例如 数据 表示 、 网 络 设计 等 等 ， 搞 计算 机 科学 技术 的 都 
要 学 习 图 论 . 

当然 ， 图 论 的 应 用 领域 远 不 止 于 此 ， 它 局 理论 物理 、 有 机 化 
学 、 系 统 科学 、 运 筹 学 、 社 会 学 等 等 都 有 关联 。 至 于 同 数学 内 
都， 例如 代数 结构 、 数 学 关系 论 、 拓 扑 学 等 等 的 关系 更 是 众 所 周 
知 的 ， 它 局 组 合 数 学 的 关系 如 此 之 密切 ， 以 致 于 许多 人 都 认为 图 
论 是 组 合 数学 的 一 个 重要 组 成 部 分 。 

学 习 好 图 论 ， 除 了 能 使 人 应 用 它 的 成 果 ， 司 样 重要 的 是 能 培 
养 思考 和 解决 问题 的 能 力 ， 从 长 远 观 点 来 看 ， 它 理应 成 为 人 们 必 
须 接受 的 数学 教育 的 不 可 少 的 科目 之 一 。 

玉树 禾 局 志 编著 的 这 本 书 ， 是 他 多 次 使 用 并 不 断 更 新 完善 的 
两 份 讲义 重新 组 织 改 写 的 结果 ， 书 中 从 问题 的 陈述 到 论证 解答 ， 
都 有 许多 独到 之 处 。 他 用 自己 的 讲义 ， 已 经 培养 了 中 国 科学 技术 
“大 学 计算 机 科学 技术 系 九 届 毕 业 生 ， 教 学 实践 证 明 ， 即 使 是 原来 
的 讲义 ， 也 已 经 是 相当 之 成 功 的 。 

本 书包 括 了 现今 图 论 教材 中 应 涉及 的 所 有 课题 它 的 基本 理 
论 严 得 ， 系 统 性 强 ， 另 一 个 特色 在 于 它 相 当 强 调 算法 。 图 论 算法 
是 算法 设计 与 分 析 这 一 分 支 中 的 重要 组 成 部 分 ， 数 学 证 明 的 算法 
化 已 经 形成 潮流 ， 在 计算 机 大 量 应 用 的 时 代 ， 这 当然 是 不 可 各 多 
的 。 采 用 本 书 学 习 图 理论 的 同时 ， 学 习 相应 的 算法 及 其 分 析 方 
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法 ， 这 自然 是 十 分 理想 的 。 
综 上 可 见 ， 这 是 一 部 理科 和 工科 大 学 生 、 研 究 生 以 及 工程 技 
术 人 员 、 教 师 都 可 以 学 习 、 参 考 的 好 书 。 
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本 书 前 述 了 图 论 与 算法 图 论 的 基本 概念 与 基础 理论 ， 包 括 计 
算 复 杂 性 的 称 念 与 理论 ， 书 中 主要 采用 构造 性 的 组 合 技术 和 代数 
方法 ， 要 求 读 着 具有 线性 代数 与 代数 结构 两 门 学 科 的 基础 知识 
当然 ， 由 于 图 论 自身 的 特点 ， 还 要 求 读者 具备 足够 的 数学 机 敏 性 
与 成 熟 性 。 

本 书 共 分 十 七 章 ， 各 章 布置 了 较 让 富 的 习题 (共计 361 题 ) 。 
习题 和 书 中 的 例题 一 样 有 趣 ， 不 少 习题 自身 就 是 比较 重要 的 定 
理 。 图 论题 目 ， 不 仅 要 引用 定义 定理 ， 而 且 往往 需要 运用 精彩 的 
技巧 才能 解决 ， 不 多 做 习题 ， 不 可 能 掌握 图 论 的 因 想 与 方法 。 

本 书 问 寥 过 程 中 ， 陶 榴 磊 教授 提出 许多 重要 建议 ， 并 为 本 书 
撰写 了 序言 和 第 十 七 章 ， 作 者 对 陶 懋 岳 同 志 对 本 书 的 贡 献 表示 
巧 谢 。 

李 乔 教授 对 本 书 的 出 版 给 予 热情 支持 和 鼓励 ， 并 提出 重要 修 
致意 锡 ， 在 此 并 致谢 忱 。 
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1 通 论 
1.1 图 论 的 内 容 与 历史 回顾 
本 节 以 比较 自由 的 方式 介绍 图 论 的 主要 内 容 ， 并 对 它 的 重 赛 
页 史 事 件 进行 回顾 。 所 涉及 的 内 容 以 后 各 节 将 予以 严格 而 详细 
地 论述 。 1 


图 就 是 一 个 集合 屎 连同 玉 的 一 些 二 元 子 集 的 集合 构成 的 
一 个 数学 结构 。 . - 

1736 年 是 图 论 的 历史 元 年 . 这 一 年 ，Euler 研究 Ksnigsberg 
《 今 苏联 加 里 宁 格 勒 》 的 七 桥 问题 (图 1.1(a)) ， 发 类 了 图 论 的 
首 篇 论文 。 当 时 哥 尼 斯 煲 的 市 民 热衷 于 这 样 一 个 有 趣 的 游戏 ， 从 


图 1,1 


-4，8B，C，DD 四 块 土地 的 菜 一 处 出 发 ， 通 过 每 座 桥 恰 一 次 再 回 到 
出 发 地 ， 是 雪 可 能 ? Eufer 次 定 地 回答 了 这 个 问题 ， 他 把 4， 
刀 ，C， 刀 四 扎 士 地 抽象 成 四 个 几何 点 ， 于 是 就 得 到 狗 1.Ttb》， 
从 而 得 到 证 明 。 事 实 上 ，4; B，C ， 呈 任何 一 个 点 做 为 出 发 点 
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汪 硬 汪汪 汪汪 国 是 时 时 时 时 时 时 时 时 时 时 时 时 


时 ,都 必然 是 先 “ 出 ”后 “ 回 ”, 最 后 以 “出 ”告终 ， 才 能 行 遍 与 
该 点 相连 的 桥 ， 所 以 不 可 能 回 到 原来 的 出 发 点 。Euler 增 称 图 论 - 
之 父 


我 们 看 到 , 正 是 上 述 似乎 没有 多 大 意义 的 七 桥 游戏 , 它 的 轴 象 
与 论证 的 方法 ， 开 创 了 图 论 科 学 的 研究 。 遗 德 的 是 ， 由 于 当时 社 
会 生产 落后 ， 对 图 论 知识 的 要 求 甚 诊 ， 这 一 学 科 的 发 展 颜 为 退 
缓 ， 基 至 处 于 停滞 状态 。 两 百年 以 后 ，1936 年 ， 甸 牙 利 著名 图 论 
学 家 Ksnig 发 表 《 有 限 图 与 无 限 图 理论 》 ,这 是 图 论 的 第 一 部 专 
著 ， 它 总 结 了 图 论 二 百年 的 主要 成 果 ， 是 图 论 的 重要 里 程 碑 。 此 
后 的 五 十 多 年 ， 图 论 经 历 了 一 场 爆 炸 性 的 发 展 ， 终 于 成 长 为 数学 
科学 中 一 门 独立 的 学 科 。 它 的 主要 分 支 有 图 论 、 超 图 理论 、 极 什 
图 论 、 算 法 图 论 、 网 络 图 论 和 随机 图 论 等 。 近 二 十 年 来 ， 图 论 在 
科学 界 可 以 说 是 异军突起 ， 活 路 非常 。 原 因 主 要 有 两 条 ， 一 是 现 
代 生 产 和 科学 技术 向 图 论 提出 越 来 越 多 的 问题 要 求解 决 ， 无 论 在 
数学 、 物 理学 、 化 学 、 天 文学 、 地 理学 和 生物 学 等 基础 学 科 ， 
还 是 有 线 电 、 无 线 电 、 交 通 运输 、 室 事 作战 等 高 技术 学科， 图 
论 都 是 大 有 作为 的 。 第 二 个 主要 原因 是 大 型 电子 计算 机 的 出 现 和 
计算 机 科学 的 迅猛 发 展 ， 为 图 论 及 其 算法 的 解决 提供 了 强大 的 计 
数 与 证 明 的 手段 ， 而 图 论 对 开关 理论 、 形 式 语言 、 数 据 结构 、 编 
译 程序 、 操 作 系统 、 人 工 智 能 、 计 算 机 网 络 等 方面 ， 亦 有 显著 
责 献 . 

二 十 世纪 科学 史上 重要 事件 之 一 是 1976 年 美国 伊利 诺 大 学 
的 Appel 和 Haken 在 Koch 的 协作 之 下 ， 用 计算 和 证 明了 数学 
史上 县 挂 多 年 的 四 色 猜想 是 正确 的 。 他 们 用 了 一 百 亿 逻 辑 判 断 
花 了 一 千 二 百 个 机 时 ， 从 此 4CC 便 晋升 为 四 色 定理 ，X( 平 面 图 ) 
Ed 

四 色 猜 想 的 原始 提 法 是 ， 地 图 或 地 球 仪 上 ， 最 多 用 四 种 颜色 
即 可 把 每 一 国之 版 图 染 好 ， 使 得 国界 线 两 侧 异 色 。 . 

这 个 问题 如 此 之 简单 ， 以 数 于 可 以 在 两 三 分 钟 之 内 向 公路 上 


和 我 们 随机 相遇 的 行人 讲 清楚 。 但 是 ，1976 年 以 前 的 百 余年 间 ， 
有 多 少 精干 的 数学 家 潜心 研究 过 它 ， 无 奈 谁 也 未 能 得 出 实质 性 进 
展 ， 时 笃 今 及 ， 仍 欠 理 论 人 性 〈 非 计算 机 的 ) 且 明 。 当 然 ， 大 批 优 
秀 数学 家 的 工作 并 非 徒劳 ， 人 们 在 冲击 4CC 时 采用 的 展 路 、 方 
法 和 技巧 ， 为 图 论 宝库 增添 了 一 个 又 一 个 精彩 成 果 ， 讽 如 1912 年 
Birkhoff 提 册 了 颜色 多 项 式 理论 .1879 年 论 教 数学 会 的 玫 emple 
发 表 了 证 明 4CC 的 论文 ， 尽 管 他 的 证 明 十 年 后 攻 人 指出 错误 ， 
但 Kemple 的 极为 精巧 的 论证 方法 ， 用 Appel 的 话 来 说， 其 实 
* 包 含 着 一 个 世纪 后 终于 引出 正确 证 明 的 绝 大 部 分 基本 思想 ”。 
1890 年 ，Heawovd 用 Kemple 的 方法 证 明了 五 色 定理 ，X ( 平 面 
图 <<5. 

4CC 是 1852 年 一 个 时 做 Guthrie 的 伦 教学 生 提 出 的 。 伊利 
诺 事 件 宣告 了 数学 难题 由 机 器 证 明 的 新 纪元 已 经 开始 。 

与 染色 有 关 的 生动 问题 非常 之 多 ， 封 面 上 那 幅 漂亮 的 图 ， 涉 
及 许多 图 论 中 要 讨论 的 概念 ， 它 是 无 桥 三 次 正则 图 ， 每 个 顶点 处 
关联 了 三 条 边 ! 它 的 围 长 不 小 于 5 ， 它 的 边 色 数 是 4 ， 盎 除 三 条 
边 不 会 使 它 破裂 成 两 个 有 边 图 , 这 种 图 电 做 族 慑 (Saark graph) > 
这 里 “ 婚 径 ”是 个 数学 和 名词， 并 非 绰 号 ， 事 实 上 ， 因 为 有 这 种 性 
质 的 图 非常 之 难以 设计 〔 扑 提 》 出 来 ， 所 以 称 这 种 图 为 妖怪 。- 

还 可 以 再 提出 一 个 虽然 还 没有 难 到 人 令 绝 望 的 程度 ， 看 来 也 
是 非常 之 不 易 解决 的 问题 ， 它 就 是 著名 的 Ulam 狂 疾 1929 年 )， 

G1,G: 是 两 个 项 数 相同 的 图 ，V(G1) = 名 pasj，F(G，) 
= {0 76) G1 wieGy pr i= ,GG 

正如 4CC 之 证 明 ， 指 望 用 手 和 笔 写 出 Ue 起 友 证 明光 
何 容 易 ! 

Hamilton 图 是 顶点 分 布 在 同一 个 四 周 上 的 图 ， Ri 年 
了 ami 基 oa 现 旅 游 世 界 的 游戏 时 提出 的 .这 种 图 中 的 难 蚌 多 得 很 ， 


， 芋 今 违 HHamilton 图 的 充 要 条 件 ( 象 样 儿 的 ) 说 未 建立 。 与 


Hamijton 图 有 血红 关系 的 是 货 郎 问题 ， 
到 


- 一 位 货 部 从 城中 出 发 去 各 村 卖 货 ， 再 返回 城 来 要求 各 村 都 
要 窜 到 一 次 , 试 求 他 的 最 短 里 程 。 

用 计算 枫 “历数 ”各 种 行动 方案 来 冰 这 个 最 短 里 程 是 不 现实 
的 ,假如 有 30 个 村 子 ,任何 商 村 之 则 都 有 路 直接 相通 ， 要 比较 二 


” 义 361 次 ， 这 在 餐 秒 千 万 次 的 计算 机 上 亦 要 百年 。 且 前 正在 努力 
探求 有 效 的 解决 方法 。 

”在 诸多 图 论 难题 之 中 ， 还 有 一 个 Ramsey 问题 ， 直 观 地 讲 ， 
就 是 问 ， 任 给 一 人 群 ， 有 上 个 人 相识 或 ! 个 人 不 祖 识 ， 这 群 人 至 
少 几 人 ? 这 个 答案 用 +r(h, 1) 表示 ， 有 由 前 我 们 连 (4,， 5) 的 值 都 
得 不 出 来 。 本 书 中 ， 我 们 将 给 出 一 些 "CR， 站 的 值 ， 例如 r(3,3) 
= 6， 它 的 证 明 十 分 简单 ， 

用 六 个 点 代表 六 个 人 ， 相 识 者 之 间 连 一 录 边 ， 否 则 连 一 红 
边 。 六 个 天 汾 刚 为 01，5。，v，，v,，vs， vs。。 与 v1 相关 联 的 五 
条 边 中 有 三条 加 色 ， 不 妨 设 其 为 绿色 ， 这 三 进 的 另 -一端 不 娘 设 为 
v4， v4， D4， 荐 Av0sv, 是 同色 三 角形 ， 则 有 三 人 相识 或 不 相 
识 ， 否 则 ，Avsv,9; 中 有 绿色 边 ， 于 是 在 au，ui，b，o 之 阅 
出 现 绿色 三 角形 ; 即 有 三 人 相识 ， 而 只 有 五 人 的 人 群 ,未 必 如 此 。 
例如 图 1,2 中 ， 实 线 表示 相 识 ， 瞩 线 表示 不 相识 。 

， ” 从 许多 实例 中 ， 我 们 发 现 图 论 最 
. 吸引 人 的 特色 是 它 殖 含 着 大 量 强 朋 力 

，， ”的 思想 、 尘 亮 的 图 形 和 巧妙 的 论证 、 
: 名 使 是 非常 困难 的 尚未 解决 的 问题 也 
易于 类 达 。 现实 生活 中 处 处 潜藏 有 图 

论 的 难题 ， 图 论 是 若 接 近 群 众生 活 ， 

” 最 容易 商科 学 水 准 很 低 的 人 们 并 述 的 
一 门 学 笠 。 问题 外 家 的 简单 相 录 和 本 
质 上 的 难以 解决 ， 使 得 个 搞 图 论 的 人 在 图 论 问 题 面 前 都 必须 次 书 
严肃 地 思考 问题 .常常 是 一 个 缆 似 简单 的 问题 , 基 使 天 运 地 得 由 证 


明 ， 证 明 中 包含 的 细节 也 十 分 之 繁 开 ， 并 且 往 往 过 用 了 极 开间 的 : 
计算 。 .，， 

在 过 去 的 十 年 中 ， 图 论 的 算法 受 到 了 砚 多 的 重视 我 们 有 有 
效 算 活 求 得 两 个 病 之 闽 的 最 短 道路 《Dijkstra 算法 ) ， 知 尚 未 
找到 求 图 中 最 长 轨道 的 有 效 算法 ;- 我 们 还 没有 一 个 有 效 的 算法 关 
别 一 个 图 的 顶点 是 否 分 市 在 同一 个 图 周 上 我 们 也 没有 有 效 算法 
确定 平面 图 能 咨 用 三 种 颜色 正常 【《 邻 天 异 色 》 闭 色 我 们 在 网 络 
理论 中 ,已 经 有 有 效 算法 ,知道 如 何在 铁路 网 上 把 工厂 生产 的 一 种 
商品 晕 多 地 运往 销 地 ， 但 对 于 两 个 工厂 出 产 的 两 种 产品 ， 分 别 运 
往 两 个 销 地 时 ， 我 们 尚 无 有 效 的 算法 安排 运输 ， 使 得 两 个 销 地 的 
需求 得 以 满足 ,等 等 ， 图 论 发 展 至 今 ,已 经 积累 了 数 以 百 计 的 这 神 
现实 问题 ， 仍然 找 不 到 解决 的 有 效 算 法 Edmonds ， Cook 和 
Karp 等 人 发 现 ， 这 批准 后 有 一 个 秆 得 注意 的 性 质 ， 对 其 中 一 丫 
问题 存在 有 有效 算法 时 ， 每 个 问题 都 会 有 有 效 算 法 。 \ 这 些 问题 号 称 
NP -完全 问题 ， 其 代号 为 NPC。 离 散 数学 中 最 天 的 犹 成 之 一 就 
是 确定 NPC 问 间 题 们 是 否 真 的 不 存在 有 效 算 法 ? 


1.2 图 的 定义 . 


定义 1 有 序 三 重 集 台 G={V(G)，E(G)， 力 。} 称 为 一 个 
疼 ， 其 中 了 (G) 去 $6， 哄 做 顶点 集合 ，V(G) 的 元 素 叫做 图 G 的 
顶点 ，E(G》 弄 做 边 集 合 ，E(G》 的 元 寨 由 敌 边 ;VCG) NE(G) 
=$; 4c 电 做 美 联 孙 数 ， 其 定 双 坟 是 E(G) ， YeERB(G) ， 习 叭 
一 的 顶 对 woEF(G)， 使 得 %e(e) = xy 当 # 与 > 光 序 时 ，G 可 
做 无 商 图 ， 当 4 ，v 有 序 时 ， G 思 做 有 向 男 ， 记 17(G)| =y, 
1B(G)|= es， 当 >+e<<+ec 时 ， 人 可 敌 有 限 图 ; 和 否则 为 无 限 图 . 

本 书 只 讨论 有 限 图 。 

为 直观 起 见 ， 我 们 如 下 地 夯 一 个 图 的 图 示 , 把 六 (CG) 的 元 素 
用 不 重合 的 几何 点 者 示 ， 位 置 任 选 ， 洛 ye(e)= 知 时， 若是 无 
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向 图 ， 在 项 4 与 v 之 间 连 一 条 则 线 表示 边 。 ,若是 有 岗 图 , 则 在 上 
述 曲 线 上 从 到 ” 画 上 箭头 。 弗 线 的 长 短 曲 走 不 加 介 刘 。 一 般 ， 
顶点 标 区 gz va …，be …， 边 标 以 er esy en 
顶点 标志 字母 的 图 叫做 标志 图 。 

图 与 其 图 示 不 是 一 回 事 ， 但 它们 是 同 攀 的。 为 了 直观 ， 下 面 
我 们 把 图 未 看 成 就 是 原来 那个 轩 。 

人 鲍 1 在 图 1.3 中 ， 


VG) = {9013029303904 905), 
五 (G) = {e1601 39649 05s 
Ces01500)s 
Vele) vivsy 
Peles) 一 Da0iy 
boles)=00 
peles}=U vs 
Yeles) = Us0iy 
图 1.3 eles) UVss 
Yeler) = 由 (es) =00s, 
下 面 我 们 列 出 十 一 个 术语 ， 
《1 边 的 里 点 ， 几 o(e) = sp 时 ,4 与 网 做 边 e 字 端点 ， 


也 可 写成 9 al。 


(2.) 边 征 里 相 关联 ， 由。(e) = xp 时 ， “与 9， + 相关 联 : 
《3 ) 邻 顶 ， clo) =uv 时 ，4 与 ” 轩 禾 部 顶 ， 
(4 名 边 : 与 同一 本 关联 的 寅 条 过 叶 钼 强 边 。 
(5) 环 ， 具 与 一 个 醒 关联 的 边 叫 微 环 、 四 
6) 妃 边 yofe,)= ys(e， ) -mm 时 ,名 去 叫 向 重 边 、 
《7) 平凡 园 ， >= 1，s =0 的 图 。 

(8 》 音 图 ， 无 环 无 重 边 的 图 。 (4 元 稍 革 全、 

《9 ) .完全 图 : 任 二 顶 皆 相 邻 的 图 ， 记 域 尺 ，， 

《10) 二 分 图 : VCG) = 下 UZ， 庆 人 Y=$， 大 中 的 任 二 顶 


- 


不 相 邻 ，Y 中 的 任 二 顶 亦 不 想 邻 ， 则 G 岂 做 二 分 图 ， 落 妃 申 的 每 
一 项 沽 与 了 中 一 切 顶 相 邻 时 ，G 叫做 罕 全 二 分 图 ， 记 之 为 KK,,,， 
其 中 [天 | = mm， [YL=m#。 

《11) 顶点 2 的 次 数 ， 记 成 d(z) ,定义 d(o) =d,(v) +21(o)， 
其 申 ditv》 是 与 5 相关 联 的 非 环 边 数 ，1(v) 是 与 相 关联 的 
环 数 。 

便 如 图 1.3 中 ， dy -4 d(v,) =3, d(v,) =3, 


案 理 1 (Euler, 1736) 于 d(o) = 2a。 
rEY (IG) 
证 定义 函数 
要 (pi yp -| 
当 G 是 单 图 时 ， 


dw) = Dé), 


sl- 


1, vkEG), 


0 ， 咎 则 1 = 2 =1,2,…,D。 


Fd) = Dé,01) 


i=1 Fl j=l 
=é(01 .00) + (0 0) + E910) tr + EV ,0s) 
+ E0450) +EC03 9s) + E02, 0) + ee + (vs 0,) 


+ECUs 01) HEC jay) +ECU, 03) + er + EV 0,) 
当 G 不 是 单 图 时 ， 失 要 把 刍 一 环 与 每 一 重 边 上 “ 谨 入 ”一 个 
新 项， 类似 可 证 ， 对 do) = 28。 证 毕 ， 
vEP 【G) 四 
上 述 证 明 无 非 是 “每 条 边 两 个 * 头 儿 ,，-- 共 有 3e 个 线头 儿 ” 
的 严格 化 。 
推论 1 奇 次 项 的 总 数 昌 俩 数 . 


证 ， 念 大 (G) = 天 UV 呈 可 闪 风 的 集合， i 是 济 次 
、 顶 的 集合 ， 由 定 重 1，: - ; 

于 d(o)+ 已 d(v) 

~ veEVe + 


而 2 dlv)》 是 全 数 ， 故 ， Bat 章 为 偶数 ,但 Vi 中 每 项 皆 疝 


次 ， 故 17。 | 必 为 偶数 。 证 毕 ， 

例 2 晚会 上 大 家 握手 言 欢 ， 试 证 所 过 示 者 交手 的 入 数 是 
偶数 。 ”和 

证 “ 构 作 一 图 ， 以 人 为 顶 ， 二 人 握手 时 ， 则 相应 的 二 项 之 间 
过 一 边 ， 于 是 每 人 握手 的 次 数 即 为 相应 项 的 次 数 ， 由 推论 1 ， 奇 
次 顶 的 个 数 是 偶数 ， 所 以 氛 过 奇 次 手 的 人 数 为 偶数 , 证 毕 。 

例 3 空间 中 不 可 能 有 这 梯 的 多 面体 存在 ， 它们 有 奇数 个 
面 ， 而 每 个 面 又 有 奇数 条 边 。 

证 ”以 此 多 面体 的 而 集合 为 民 (G) 。 当 虽 仅 当 两 个 面 有 公 共 
楼 时 ， 在 G 的 相应 两 项 间 连 一 边 ， 得 到 图 C; 傅 题 意 ,1 (G)| 是 


奇数 ,而 且 d(v〉 从 而 ,二 1 本 是 部 雪 与 定理 1 相 违 ， 


2e, 


改 这 种 多 面体 不 存在 。 证 中 。 

例 4 确 所 化 合 多 中 级 原子 个 地 到 全 数 ， 

证 “以 每 个 原子 为 顶 ， 每 条 化 学 键 为 边 ， 则 每 个 碳 氢 化 合 物 
就 是 一 个 图 ，“ 氧 ” 的 次 数 是 1 ， 由 推论 1 ， 氨 的 原子 个 数 是 偶 
数 。 证 毕 。 

以 后 我 们 把 g(t) 三 & 的 图 叫做 姑 次 还 师 图 ，， 例如 诡 保 时 三 次 
正则 图 。 我 们 也 经 常 使 用 下 面 两 个 符号 ; 

0 a, {49}, A= np, (dt), 


下 面 拾 出 两 全 图 同 构 的 定义 。 : 
定义 2 G 与 于 是 两 个 图 ， 存 在 映射 | 
0 VG >VABNNE 和 


Pp: E(G)=>E(H), 
9 与 9 营 为 可 道 映射 。 当 且 仅 当 岁 o(e) =uv 时 . Ya 5C9(e) 7 
=0(w)0(v)， 则 称 人 与 入 辣 构 ， 记 成 GSH 
两 个 图 同 构 时 ， 其 图 示 可 以 画 成 平面 几何 中 的 全 等 形 。 上 述 - 
定义 中 的 ys(9(e)) = 8()6(o) 当 且 仅 当 由 。(e) = wz. 的 意思 是 同 . 
构图 的 “对 应 项 夹 对 应 边 ”， 例 如 下 面 两 个 图 是 同 构 的 


加 


EC pF a 
图 1.4 


1,3 执 道 与 连通 


本 节 只 讨论 无 向 单 图 。 

定义 3 WW=v6er04esva0504; 莫 中 e.EE(G)5E =1,2,… 
EV(G) ,j=0,1,… ,外 且 e1 与 0:-1,0; 粗 关联 ， 则 称 记 为 图 
中 的 一 条 道路 ，v。 做 叫 17V 的 起点 ，? 为 终点 ，& 为 路 长 , 0:1 
i 心 k 一 攻 电 做 道路 的 内 点 。 各 边 粗 异 的 道路 叫做 行 迹 ， 硕 点 各 异 
的 道路 叫做 轨道 , 记 成 Po。,v:) 。 起 点 与 络 点 重合 的 道路 叫做 是- 
路 。 起 点 与 线 点 重合 的 轨道 叫做 田 。 长 4 的 男 叫 ? 阶 道 ，xv 两 项 
前 距离 是 指 u,v 间 最 短 执 道 的 长 度 。 记 之 为 4(u,v) 。 著 ,0 同 顶 
间 存 在 道路 ， 则 称 4 与 " 相连 通 。 图 G 中 任 二 个 项 营 连 道 时 , 存 G 
为 连通 图 。 

定义 4 G 与 开 为 两 个 图 ， VCH)EV (GE (HSE(G), 
划 称 采 是 G 之 子 硕 ， 记 成 妆 王 G， 着 太 SG, 且 电 与 G 不 两 物 , 则 
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人 和 


五 是 G 之 真子 图 ， 记 成 了 CG; 著 HSG, 且 V(H) = 产 (C)， 划 称 
五 是 G 的 生成 子 团 ; 车 HHSG, 且 VCH)=V',E(H) 是 由 ECG) 
中 两 端 苦 在 7 中 的 边 构成 的 于 焦 ， 曲 称 呈 为 由 大 本 出 的 G 之 于 


上 图， 记 成 HH =GCV']， 车 产 (G) = Ur 又 当 且 仅 当 两 个 顶 同 


局 一 个 于 集 六 ,时 ,此 二 项 连通 ， 则 称 GCV ,1(i =1,2,…,) 为 G 
的 涩 图 片 。 

由 以 上 定义 利 ，G 是 连通 图 当 且 仅 当 四 = 1。 

显然 ， 者 4 与 之 间 存 在 道路 ， 则 + 与 0 之 间 存 在 轨 洛 ， 闭 
的 行 迹 中 含有 洲 ， 但 回路 上 未 必 含 国 , 例 如 KK :中 有 回路 v104v1， 
但 KK: 中 无 是 . 

例 5 有 2s 个 电话 交换 台 ， 久 个 各 对 生 少 + 个 各 有 直通 线 
路 ， 则 其 市 伍 两 全 之 间 可 以 通话 。“ 

证 .把 交换 台 视 为 图 G 的 顶点 ， 当 且 仅 当 两 个 台 有 直通 线路 
时 ， 两 个 相应 的 顶 是 相 邻 的 。 于 是 问题 化 为 25 个 顶点 的 图 ， 每 顶 
次 数 至 少 为 +， 则 图 G 是 连通 的 。 事实 上 ， 若 6 不 连通 ， 则 至 少 
有 一 个 连通 片 ， 其 顶点 数目 至 多 是 %， 在 此 连通 片 中 ， 顶 的 次 数 
最 大 是 z- 1， 与 原 图 中 每 顶 次 数 至 少 为 * 相 违 。 话 毕 。 

例 6 图 中 只 有 两 个 查 次 项， 则 它们 必 连 通 。 

十 ”否则 此 二 顶 分 属 两 个 连通 片 而 各 个 过 肖 片 看 成一 个 
时 ， 黄 有 一 人 者 淆 项 ， 与 挫 论 1 巴 拓 . 
定理 Gahan tn 。 


nn eX ,于 是 Dip0 50 E01 5045 
可 局 C 攻 k+l 十 加 玫 ， 至 此 证 明 出 二 分 图 由 无 
奇 涛 。 

反之 ， 老 G 中 无 奇 注 ， 往 证 G 是 二 分 图 ,为 此 ， 令 “ 


,= {wlwerV(G), dws 0) = ovep}s. mm: . 


Y= {wlwtV (G), dl(visw) =0dd}, 

其 中 v1 是 G 的 任 一 顶点 。YusVE 政 , 设 PbU4,)- 是 外 0 至 8 的 最 

短 加 ,五 : (ut,p) 是 从 v1 至。 的 最 短 轨 , 设 4 是 与 P; 的 最 后 一 个 
公共 顶点 ， 因 Pi (v4, 与 P04, 臣 最 短 , 故 P， 上 的 一 段 Pis 《v1， 
41) 与 Ps 上 一 段 P,;(v1,uy) 等 长 ， 且 最 短 . 因 了 :与 P, 之 长 为 偶 
数 ， 从 而 ,上 的 一 段 Ps Cu ,中 与 ,上 的 一 段 P,s(w4 ,0) 有 相同 
的 奇 个 性 。 若 * 与 " 相 邻 ， 则 已 , :, 吕 ;各 围 成 一 个 奇 图 ， 与 全 
中 无 奇 明 要 违 ， 故 二 中 任 二 项 不 相 邻 ， 同 理 可 证 了 中 任 二 顶 不 相 
邻 。 证 毕 ， 

例 7 一 只 老鼠 ， 在 3x3x3 的 立方 体 乳酪 块 上 咬 出 一 条 
洞 ， 这 个 润 通过 1 x 1 x1 的 27 个 小 立方 体 的 中 心 。 它 从 大 立方 体 
的 一 角 咬 起 ， 只 要 还 有 它 没 党 过 的 1 x 1x 1 的 小 点 心 块 ， 襄 继续 
向 前 咬 ， 问 这 只 老鼠 能 否 在 3x 3 x 3 立方 体 中 心 停止? 假设 这 只 
老鼠 是 从 一 个 1x 1x 1 的 小 立方 体 的 中 心 洛 与 利 面 正 交 的 方向 向 
另 一 未 咬 过 的 小 点 心 块 的 中 心 咬 去 的 。 

解 ” 以 1xlx1 的 小 立方 体 为 顶 构 作 一 个 图 ， 把 3x 3x3 立 
方 体 中 心 那 据 小 立方 体 与 开始 被 咬 的 小 立方 体 之 间 连 一 条 边 ， 再 
把 有 公共 储 面 的 小 立方 体 之 间 连 上 按 ， 以 八 个 角 上 及 六 个 储 面 中 
心 处 的 小 立方 体 为 二 集合 ， 其 余 的 小 立方 体 为 了 集合 ， 于 是 构成. 
了 一 个 二 分 图 。 由 定理 2 ， 此 图 不 会 有 27 阶 图 ， 所 以 老鼠 不 会 停 
留 在 3x3x3 立方 体 的 中 心 。 

例 8 一 个 单 图 中 每 个 顶点 的 次 数 至 少 是 2 ,就 含有 一 个 轿 。 

证 设 Plws 四 是 此 单 图 G 中 的 最 长 圾 ， 由 于 d() 之 2， 故 存 
在 不 在 只 to) 上 上 的 一 条 边 * 与 世相 关联 。 谈 的 另 二 端点 为 和 ， 
荐 wtPtwusV)， 则 卫 (u50X 再 以 灿 长 ， 所 6us0) 最 长 系 膨 s MwE 
也 (w;v)， 所 内 G 中 有 玫 , :证 尝 。 : 

例 8 中 的 所 谓 最 长 就 方法 以 后 还 会 用 到 ， 它 是 图 论 中 的 次 型. 
技巧 之 一 

例 9 若 C 是 连通 副 ，G'EG, 自 |V(G |<IV(G)|, 则 @ 
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中 有 不 属于 G' 的 边 , 它 的 一 个 端点 在 G' 上 , 另 一 端点 不 在 G+ 上 

证 ” 因 仑 是 连通 图 ， 又 17(G)1<|7(G)|， 则 可 以 找到 
wEV (G7) ,asE(G 四 有 一 条 轨道 Pa) 。 我 们 从 二 出 发 , 洛 Pi 
功 前 进 ， 通 到 第 一 个 G' 中 的 顶 w 为 止 ， 则 P(u,0) 上 的 一 段 PCu， 
-w) 的 最 后 一 条 边 即 为 题 中 所 述 的 那 种 边 。 证 些 。 

例 9 的 事实 在 图 论 的 一 些 证 明 中 常 被 引用 。 

有 的 例题 其 实 就 是 一 个 有 用 的 定理 ， 为 了 重点 突出 ， 我 们 只 
. 折 最 重要 的 命 厦 以 定理 的 名 义 列 出 ， 其 余 命 题 则 以 例题 的 铝 式 读 
解 或 放 入 习题 由 读者 自行 论证 。 希望 半 者 注意 从 全 是 与 可 期中 家 
收 那些 较为 重 楼 的 常用 的 图 论 知 识 。 

例 19 @G 是 单 图 ， 每 顶 次 数 不 小 于 3 ， 则 G 中 有 偶 图 。 

' 证 设 v0o040,…v。 是 G 中 的 一 条 最 长 轨 ， 内 于 d(v,) 源 3， 由 
“最 长 雪 方 法 ” 知 存 在 ,区 01,1<?<j mv,0 沸 与 0。 相 邻 。 
着 ; 与 了 中 有 奇数 ， 例 如 ; 是 奇数 ， 则 yoipi…ai 与 边 v6vi 省 
成 一 个 偶 疼 (长 i+1)。 著 让 7 都 是 个 数 ， 则 外 v10;,,…vi 与 边 
“apryansuy 合 成 一 个 例 回 〈 长 7 -fi+2)》。 证 毕 。 

-由 例 I0 知 ， 诡 笃 儿 中 有 偶 赠 。 

" 例 11 G 为 单 玫 ， 铝 顶 次 数 不 小 子 3 , 则 G 中 各 个 图 长 的 最 
大 公 因 数 是 1 或 2 : 
证 只 需 证 无 大 于 2 的 公 因 数 , 由 例 10，G 中 有 长 i+1， 
和 的 国 ; 若 i+1,7+1,j 一 i+2 有 公 因 数 k 访 2， 则 & 
“ “能 整除 ~ i， 于 是 万 能 除 尽 2 ， 这 是 不 可 

能 的 ， 证 毕 。 

?定义 5 亲 徊 中 慑 长 本 的 攻 度 可 估计 
图 的 周 发 ， 最 短 国 的 长 度 包 做 该 图 的 图 
(最) 长， 省 忆 的 直径 d(G) 定义 为 dG) 
= max {dtu,o) Hav 

例如 ，Petersen 图 (( 图 1.5) 最 小 的 
次 杉 ) 的 间 长 是 9， 图 长 是 5， 站 径 是 2 。 ™ 
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图 1.5 


求 图 的 周 长 和 直径 是 图 论 中 的 难题 之 一 ,， 
定义 6 单 图 G 的 补 图 记 成 G 。 是 这 拉 一 个 图， Vex 
”六 5 你 1， 对 兴旺 保 当 G 果 王 横 不 担 伸 时, 此 二 顶 在 Gr 中 想 邻 。 
例 12 单 图 与 其 补 图 必 有 一 个 是 连通 图 。 ;1 …… : 
证 .: 设 单 图 G 不 过 通 , 证 C' 是 连通 图 . 设 G1,Gs，…,Ge 是 G 
的 连通 片 , 任 取 二 顶 wp， 若 wuw 属 于 同一 个 连通 片 G1,1<i<@， 
“也 是 不 在 Gu 中 的 一 个 项 , 则 xzoyzm6(G*), 邵 在 G* 中 与 2 违 通 3- 
车 4 与 "分别 属 于 两 个 迷 通 片 G,G，1< 姑 To 则 如何 4G")， 
4 与 0 在 G' 中 亦 连通 ,由 4 与 2 的 任意 性 ， 知 G 上 任 三 顶 组 连 . 
通 ， 故 G* 是 连通 图 。 证 毕 ， 


1.4 Brouwer 不 动 点 定 浊 


ee 证 明 这 个 - 
定理 ， 拓 四 学 中 用 后 一 素 列 的 预备 知 误 ， 斌 明 不 描 被 未 梁 统 地 学 
习 过 拓扑 学 的 人 所 理解 。 本 节 用 图 伦 方法 给 出 所 个 新 证 明 》 其 通 
俗 易 懂 之 程度 很 值得 刻 赏 ,这 是 艾 一 个 用 图 论 方法 证 明 数 学 问题 
的 生动 范例 。 
(我 们 多 平西 诸 三 角形 区 域 A" 进 行 单 综 前 分 : - 
= 


-il 


oo 的 角形 ; N= 或 8 或 5 这 三 加 是 一 个 - 


顶点 ， 人 是 两 个 小 三 角形 的 公共 边 。 把 A 与 弛 ,1 =1,8,…m 询 ， 
页 用 8， 4， 2 标号 ， 著 : 
C4 》A? 三 个 顶 分 别 标 以 0， 1，27 
(2 》A: 的 -大神 两 奖 标 号 为 了 与 ，0<ij<<2, 与 北边 、 
接 航 的 小 三 角形 之 顶 亦 标号 i 或 i ， 则 称 这 种 标号 为 正 态 标志 
18 


在 正 态 标志 之 下 ， 小 三 角形 的 三 个 顶 分 别 标 以 0 ， 1 ，2 时 ， 秘 
这 个 小 三 角形 为 正 内 三 角形 ， : 

定理 3 (Sperner) A: 的 单 将 伸 分 正 恋 标志 中 ， 必 有 奇数 
个 正 态 三 角形 。 

证 令 弛 是 A: 的 外 部 这 域 ，63, 弛 ,…,52 是 剖 分 所 得 之 小 三 
角形 ， 设 计 一 个 图 G,(G) = { 弛 , 半 ，…,58}, 当 和 且 羽 当 53 与 53 
(i xj 和 0) 有 公共 的 0-1 标志 的 边 时 ， 如 与 8 这 两 个 顶 之 间 连 一 
边 ， 可 与 弛 (1<<1 <m) 当 且 仅 当时 的 0-1 标 志 边 完全 落 在 A? 的 0-1 
标 管 边 上 时 ， 在 人 与 8# 之 间 连 一 边 。 


下 面 证 明 d(68X= gdd :事实 上 ，d(8 人 是 A* 上 0r1 边 以 041 为 
端点 的 小 区 间 的 个 数 ， 若 A* 的 这 条 边 的 内 点 无 小 三 角形 之 项, 则 
d(88) = 10 车 A* 这 条 边 内 点 有 小 三 角形 之 顶 , 且 这 些小 三 角形 之 
顶 甸 标 以 0 或 1 , 亦 有 d(88) = 1 车 A* 这 条 边 内 点 上 0 与 1 标号 
都 有 ， 我 们 把 两 端 标号 一 臻 的 小 区 间 缩 成 一 点 ， 标 号 不 蛮 。 这 
时 ，A? 这 条 边 上 标号 为 0101…01， 这 里 有 坷 数 个 小 区 间 半 点 分 
别 昧 以 0 与 1， 所 以 d(58) = odd， 

由 推论 1 ，653,…, 经 中 向 次 顶 是 言 数 个 ， 且 d(8 和 <3， 故 
83 ,53 62 中 的 奇 次 顶 只 能 是 二 次 的 ， 仅 当时 是 正 态 三 角形 时 ， 
d(53 = 1， 故 正太 三 角形 的 个 数 是 奇数 。 证 毕 。 人 

图 蕊 6 审 把 证 明 中 的 3 改 成 wp:yosyp* 是 三 个 一 次 项 ， 即 


正 态 三 形 角 是 三 个 ， ， 
定理 4 (Brouwer) f，A: 一 A 是 迷 赎 身 射 , 则 3xvcA” 
第 宰 f(x。) = x。。 
证 设 x,,x,,x: 是 A 的 三 个 顶点 ， 则 A* 上 任 一 点 x 可 唯一 
地 表 成 


N=0N0F GX + ON, 


其 中 a 之 0(i =0,12)， 史 ol=1。 这 里 写 的 x,xeyxiyx: 是 二 维 向 


量 , 记 x= (aoctya:)57( 风 = (G0 ,601,03). 令 S ,= {0 ,0,090 


3 
06504502)EA7,41 之 4},i=0,1,2, 只 欠 证 明 门 $; 关 $8。 着 这 


2 = 
是 真 的 。 则 3(eogtias)E 门 SS 上 且 叶 和 ai =0,1,2; 又 于 


四 = 吧 。， 谢 有 (obai ai) = (eyousa， 即 ouyetvas) 为 1 
让 本 和 
的 不 动 点 。 
为 此 ， 考 虑 A' 的 一 个 单纯 前 分 正太 标志 , 使 得 标 i 的 每 个 项 
属于 5, ,i=0,1,2。 事实 上 ; 谨 * 上 任 一 点 Xx = (andiyai，A( 
= (a4s04,05) 时 ， 存 在 一 个 5 使 #651， 且 91>>0， 否 则 对 每 个 


>0 时 ,>>ai， 于 是 守 名 作 守 ci， 玫 在 ,我 们 如 下 地 标志 ， 


一 个 三 角形 顶点 x6S , 且 ai> 0 时 ，* 标 以 i 。 这 种 标志 是 正 志 标 
志 ， 例 恕 A* 的 顶点 xi (50v12) 有 ai=]， 故 Xi6Si， 标 成 i 
在 4x。xt 边 上 上 各 点 的 os=0， 我们 只 能 可 这 边 上 的 点 标 包 0 或 
1， x+ 边 上 的 点 司 理 只 能 标 0 或 2 xx; 上 上 的 点 只 能 标 1 或 
2 ， 赦 为 正 态 标志 .， 四 

由 定理 3 ,至 少 有 -个 正 态 三 角形 ,其 顶点 分 别 属于 S,，Sw 
5S， 我 们 使 部分 无 限 效 密 ， 且 小 三 角形 有 任 春 小 的 享 短 , 划 Siy 


了 5 


Ss,5, 中 有 三 个 点 相距 可 以 任意 小 ， 又 了 连续 ， 故 Sti=0,1, 
人 本 


2 ) 是 闭 集 ， 于 是 门 S ,过 g$。 证 毕 。 S| 


1.5 Dijkstra 算法 


.16 给 定 连接 若干 城市 的 铁路 网 ， 找 一 备 给 定 二 城市 问 的 最 短 铁 
路 路 线 ,这 是 一个 被 普通 的 实际 问题 ,这 个 同 题 交 数 学 效 型 如 下 ， 
,元 妈 ( 内 是 定 信 域 为 局 (G) 的 实 函 数 ， 称 地 (e) 为 图 的 边 人 
之 权 ， G 中 做 加 权 图 ， 记 
WO) = 开 we), 
EELG) 
eG 击 艇 图 全 前 权 . 我 们 求 满足 某 种 条 件 的 子 图 五， 且 使 其 权 
最 小 , 即  ..， 2 罗 
WO) = we) =min, 四 
:Ein 
其 由 本 EG 则 泡 革 各 指 定 的 性 质 ; 上 述 铁路 问题 嘟 在 连通 图 G 
中 的 纤 给 定 的 测 硕 #5 之 阅 找 出 :条 筑 耻 。 如, 办， 使 得 


人 WP = . ain » {WIP}, :+ 
PE F (uy) - 


2 (a3 抱 是 殿 共 到 ”的 航 集 合 ， 这 里 。- 我 们 称 歼 (P,) 为 4 与 六 
的 距离 ， 记 成 d(w,5) 。 
“ 边 的 权 宇 此 党 图 中 可以 代表 两 个 朋友 的 夸 情 深 麻 的 程度 ， 在 
通讯 图 遇 ， 过 隐 收 奇 能 代表 有 有 线 通 讯 线路 的 造价 眠 维修 费用 ， 等 
等 许多 不 几 的 详 潜 尘 淘 ; 其 攻 模 型 与 上 汪 拒 中风 上 的 最 和 路 
钱 冉 是 时 数学 模 独 是 二 致 的 ，， 全 
下 本 人 床上 we GD 到 直通 加 G 的 和 个 机 上 
个 有 效 缸 法 
“ 包 调 妾 潜 , -证 肖 -组 有 汉 遇 区 ， 它 次 而 入 知 ， 为 骨 交 缚 定 了 
话 


问题 ， 何 时 应 做 何 种 操作 。 

算 潜 的 航 述 方式 有 三 种 ，《〈1 ) 直 级 式 ，〈2 》 框图 式 ， 
《3 ) 算法 语言 表述 本 书 的 一 切 算法 尼 以 直 叙 式 表 出 ， 待 上 机 
执行 时 ; 再 将 其 转述 成 算法 语言 。 国 论 算法 的 设计 和 分 析 是 -个 

引 人 入 有 的 领 流 ， 也 是 与 计算 机 科 学 技术 关系 最 为 密切 的 领域 
之 一 。 

定义 了 一 个 男 论 算法 的 计算 是 /cv,e) = O(P G6)) 时 ， 则 
称 此 算法 为 有 效 算 法 或 好 算法 ， 其 中 (wv ,6) 是 某 个 多 项 式 ，» 与 
<。 分 别 是 围 的 关 数 与 地 数 ， 

Diik$t5a- 笑 也 名 ,2 不 相 邻 时 ，wGo) = co) 

《1) 令 l(uo) = .1(o) = co，o 了 Fa So={u}, f=0. 

(2 ) 对 每 一 个 863， (8， 指 3， 以 外 的 顶 良 成 之 集合 )， 用 

miafT(o) ,GD +az(arDo) 代 替 1(o) 设 & ,1 是 使 1(v) 取 最 小 值 
的 5 ,中 的 顶 ， 令 Su = SiU {tun} 
(3) 若 i=v~1， 止 ， 若 i<v 一 1, 用 i+1 代 兰 ;i , 转 (2)。 
由 上 述 算 辫 舌 : 。 
(1)8, 趾 各 顶 标 Fe) 即 为 ge 到 “的 距离 ca， 故 
有 限 步 着 反攻 (6) 机 每 一 顶 孝 标志 了 与 如 区 本 而 可 以 
到 各 顶 到 六 的 最 短 轨 。 7 

C2》Dijkstra 胜 哇 的 时 间 复杂 度 / ose) EGY， 所 以 是 
有 效 算法 。 .. 

全 13 求 图 1.7 中 由 顶 w, 到 各 顶 的 最 短 轨 道 及 距离 。 

《4 中 各 低 称 邑 富 顶 至 % 的 距离 ， 本 和 

eR 、 1 、 


作为 的 结局 Y 当 间 请 读者 注意 的 站 忆 下 呈 点 1. 
(1 ) 我 们 看 图 六 中 研究 的 图 ， 并 非 几 何 涂 篆 、 于 程 图 或 英 
术 图 夯 ， 它 表现 的 只 是 顶点 集合 上 的 二 元 关系 ， 抹 本 质 是 抽象 的 
概念 ， 我 们 之 所 以 夯 成 图 东 , 只 是 为 了 直观 示 浊 , 或 者 认为 是 所 考 
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从 的 图 的 同 构 物 ， 所 以 边 的 曲直 长 短 ， 顶 点 的 位 置 ， 部 没有 关心 
的 必 机。 它们 的 几何 性 质 与 图 的 性 质 并 不 相关 ， 这 一 点 说 明 图 其 
实 是 一 维 拓扑 学 的 研究 对 象 . 
《2 ) 我 们 讲 了 图 论 简 史 , 应 着 重 岛 会 的 是 , 干 万 不 要 不 加 分 
析 地 赂 不 起 游戏 性 的 问题 。 有 些 游戏 问题 可 能 成 为 一 门 很 有 生命 
力 的 学 科 的 “种 子 ”, 例 如 七 桥 问 题 以 及 局 游 世界 的 游戏 .但 是 
并 非 一 切 游 戏 性 何 是 《往往 又 叭 又 有 趣 ) 的 解决 引出 的 方法 与 概 
念 都 有 如 此 之 大 的 意义 。 社 会 生产 对 其 要 求 《或 者 说 依赖 ) 的 程 
. 庆 才 是 该 门 学 科 发 展 的 决定 因素 。 图 论 前 两 百年 停 滑 不 前 ， 而 后 
五 十 多 年 。 计 其 是 近 二 十 多 年 来 ， 则 高 速 发 展 ， 道 理 盖 出 于 此 。 
《3 ) 本 章 只 是 图 论 的 一 个 开头 ,就 冒 出 这 么 多 的 撤 念 ,术语 
和 符号 ， 以 后 各 章 中 的 概念 有 增 无 减 。 这 也 是 图 论 学 科 的 一 个 特 
色 ， 而 且 同 一 个 概念 中 的 术语 符号 往往 因 作者 诉 异 ， 目 前 看 来 ， 
术语 特 号 统一 的 可 能 性 不 太 大 ， 本 书 尽 可 能 使 用 学 术 界 较为 流行 
前 一 些 术 语 ，，、 
国 论 的 析 全 为 匠 基 水 必 字 记忆 ,站 多 河 示 窜 图 ,从 正 反 
两 个 方面 把 本 项 和 易于 误 儿 的 地 方 搞 清 楚 。 


(4) Euler 公式 3 d(o) =2e、 轨 和 图 是 本 章 引出 的 三 个 主 
i - r€EVG) ~ 和 


要 内 窒 ， 志 其 是 轨 与 图 是 以 后 各 齐 讨 论 的 中 心 。 

(5 ) 本 章 给 出 的 Brduwer 不 动 点 定理 的 证 明 ， 例 证 了 图 论 
方法 对 连续 统 中 的 某 些 数 学 问题 亦 是 可 以 有 所 贡献 的 ， 而 且 解决 
. 得 其 为 奇妙 直 现 又 不 失 严 格 人性 ， 我 们 的 目的 是 唤起 读者 用 图 论 广 
法 解决 各 种 理论 问题 的 自觉 性 。 

《6 ) 算 沽 是 计算 机 科学 中 的 中 心 课 术 之 一， 本 章 通 过 ij- 
ks tra 第 殷 示 范 团 放 算法 的 设计 与 表达 为 式 , 畔 辫 达 线性 观点 . 
Dijstre 算 兴 本 汝 县 解决 最 优化 问题 的 重要 工具 之 一 。 我 们 应 
当 明 子 其 思想 ;而且 要 会 用 

(7 》 本 襄 提 供 了 不 少 习题 ， 以 后 各 音 也 不 会 太 少 。 大 家 一 
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定 体会 到 ， 与 数学 分 析 等 非 离散 数学 的 味道 很 不 一 样 ， 图 论 代 入 
公式 的 机 会 非常 之 罕见 ， 几 乎 每 个 题目 都 要 求 我 们 自行 设计 一 个 
思路 ， 不 少 题目 “貌似 简 补 ， 实 则 困难 ”， 怎 么 对 付 它 ? 多 做 习 
题 ， 训 练 图 论 的 机 敏 性 ， 积 累 经 验 。 


习 是 
1 。 从 日 常生 活 中 举 出 五 个 实例 ， 它 们 的 数学 模型 是 图 . 


2 ，G 是 单 图 ,到 e<[ ” } 
2 


3 .C1) GEH, Nv(G) =v(H), 8(G) =e(H). 
(2) (1) 之 逆 不 真 。 

4 。 夯 出 不 同 构 的 一 切 四 项 单 图 。 

5 一 疗 房子 里 有 NN (>>3) 个 人 ， 至 少 有 一 个 人 没有 和 房 
里 每 个 人 所 手 ， 房 子 里 可 能 与 每 个 人 握手 的 人 数 的 极 大 秆 是 几 ? 

6. 抬 1，2，3，4，5 任 意 划 分 成 两 个 集合 ， 则 必然 有 
一 个 集合 包含 两 个 数 及 其 差 。 

7 。 任何 两 个 以 上 的 人 组 成 的 人 群 中 ， 军 少 有 两 个 人 ， 他 们 
的 朋友 数 一 样 多 ， 

8 。28 个 (e 因 2) 人 中 每 个 人 至 少 同 其 中 + 个 人 相识 , 则 其 中 至 
少 有 由 个 人 ， 使 得 这 四 人 几 区 桌 而 至 时 , ' 每 个 人 旁 边 是 他 认识 
的 人 ， 、 ， oe - ' 

9 。 证 明王 面 两 图 同 构 (图 1.8》 > 


内 其 余 的 每 个 人 。 


10。Gs 厅 的 充 要 条 件 是 存 花 村 间 里 射 “ 
ED 
使 得 4o6F(G)， 当 且 仅 当 8to8o)EBE( 百 ); 其 中 G 尖 如 是 单 国 。 


本 


2. (o) 改 开 se) = i4。 人 》G 强 洛 兴 宇 分 图 , 其 e<o*/4。 
。 3 窟 二 次 象 氏 化 可 曲 ， 作 都 两 各 选 示 之 阅 理 邹 只 下 一 查 ， 
列 总 名 找 到 两 名 选手 ， 他 们 下 过 的 鸡 数 从 好 一 样 - 
:“ 开 .上 上 是 机 ， 潜 杯 必 选 滥 与 由 余 六 选 平 部 肛 颖 过 ,人 数 是 w 
求 总 级 数 。 
站 ;一 个 户 族 小 组 ， 其 任意 4 大 中 至 少 有 1 六 改 前 更 过 另外 
EE NE 


16。 一 个 图 ， 每 顶 次 数 至 少 是 2 ， 则 图 让 着 立 。 
。， 个 运动 队 之 则 窗 排 "项 部 赛 , "区 赛 完 m+ 局， 求证 存 

和 人， 它 加 4 妆 ， 

18。ACV(G)， 名 是 恰 有 一 个 斑点 在 4 认购 池 的 条 数 ， 基 4 
内 坷 次 顶 的 个 数 是 偶数 ， 则 为 偶数 ， 否 则 ， 忆 为 奇数 ， 
的 1g 局 达 加 面 业 盖 平面 上 了 定 的 ' 统 不 点 ;等 不 四 至 少 蔷 住 
+ 1 个 点 ， 则 任意 两 个 点 能 由 平面 上 的 一 一 条 曲线 所 联结 ， 这 曲线 
整个 地 被 一 些 周 所 覆盖 ， 

20。 每 顶 骨 名 钦 的 连天 图 优 畴 。 

21。 是 否 有 这 种 不 连通 单 图 ，v<6， 而 短信 交 数 入 2 。 

32; 省 几 多 顶点 为 6 六 的 蕴 出 ， 知 村 次 数 为 27 ， 

23。A 维 立方体 是 顶点 为 分 量 取 0 矶 二 的 大 维 向 是， 叉 当 且 
仅 当 它 他 磺 二 素 分 仁太 烘 辣 时 比 二 莉 之 问 连 一 
方 体 有 2 个 顶 ，821 :大 如 ; 直 拔 区 分 天 

4 与 FA 晶体 秘 样 的 图 ? 、 - 

25。 GrssG, 则 称 G 朋 补 , 考 G 朋 补 , 则 (GD =0 或 tonodg。 
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26。 有 多 少 v = 5 的 自 补 单 图 ? 

27。 每 个 4 顶 单 图 与 KK ,的 一 个 子 图 网 构 。 

28。 完 全 图 的 每 个 导出 子 图 仍 是 完全 图 。 

29。 二 分 图 的 任 一 子 图 仍 是 二 分 图 。 

30。 求 一 个 二 分 图 六 官 不 与 任何 大 维 立 方 体 的 子 图 同 构 。 

31。G 是 单 图 ,整数 # 满足 1<n<v 一 1, 证 明 车 ?之 4, 且 GG 的 
所 有 的 # 个 顶 的 导出 子 图 都 有 相 赔 的 边 数 , 则 GG 全 及, 或 G 写 KK ;。 

32。8<2cmm<A。 

33。 一 个 名 次 正则 二 分 图 有 项 集 划 分 V(G) = 半 UY,， 则 IX 
= |Y| 

4。FG) = (01502 0,}， 则 称 dv1)，d(v2) ,… don) 
为 G 的 次 数 序列 ， 证 明 非 负 整数 序列 由 ,ds ,4。 是 个 图 次 数 序 


列 的 充 要 条 件 是 中 di = =eYen, 


35。 单 图 次 数 序 列 叫 做 图 序列 ， 证 明 
(9) 7, 6, 5, 4, 3, 3 3 与 6， 6 5, 4, 3, 
3 ，1 不 是 图 序列 。 


人 6》dhvd -yd 是 图 序列 , 且 dd rd) 则 中 中 是 个 
\ Til 
数 ， 生 对 1<h<<n， | 
ba D+ 证 inf di - 


36。 dd "sd 用 认 仙 妆 生地 列 。 a Di 
dd 一 lydeiyaysdu 证 明 

(0) drsds9" ,ds 关 轩 许 列 的 充 要 条件 为 4/ 是 图 序 克 。， 

(8) 给 出 一 个 由 图 序列 构 作 单 图 的 算法 ， 。 ， … 4 


37.。 Gt 人 (wy 


22 


对 一 切 u7 (G) 成 立 。 

38.。 3 = {XX xs 刘 为 平面 点 集 ， 且 任 二 点 相距 至 少 为 
1 ， 则 相距 恰 为 上 的 点 对 少 于 34 个 。 

39。 图 G 的 边 图 是 以 (G) 为 顶 集 ， 又 当 且 仅 当 G 中 两 条 边 
要 邻 时 ， 在 边 图 中 此 二 顶 相 邻 ， 证 明 车 G 为 单 图 ， 则 GG 的 边 图 有 


2(G) 个 页 ， 完 《 09 ) 条 边 。 画册 KK, 的 边 图 . 
vEV LG) 2 


40。G 是 单 图 ，5 之 hk， 则 GG 有 长 & 的 轨 。 
41。G 是 连通 图 的 充 要 条 件 是 Y(G)' 的 每 个 分 成 两 个 非 空子 
集 太 ,到 :的 划分 ， 总 存在 一 边 ， 它 的 两 端 分 别 属于 斑 : 与 扩 : 


vy—1 
42。G 是 单 图 ， | 2 } 则 G 连 通 。 


-1 
43。 >1， 画 一 个 非 连通 单 图 ， 使 -( ， } 


44。G 是 单 图 ，5>[ 也 ]-1， 则 GG 运通， 


45, {a) eEBE(G)， 则 o(G)<o(G-e)so(G)+1。 
(8) vEV(G)， 则 (0) 中 G 一 e 未 必 可 由 Gv 代替 ! 其 中 
a(@) 是 G 的 连通 片 数 目 。 


46。G 连 通 ， 竺 项 此 偶 次 ， 则 oe(G-w) <3d(o). 


47. 连通 图 两 条 最 长 轨 有 公共 顶 。 

48。G 中 顶 4,J 连 通 时 ，4,v 之 闻 的 距离 定义 为 ,oo 之 疗 最 短 
轨 之 长 ;tu2 不 连通 时 ， 规 定 其 距离 为 c， 证 明 dfasz) + gv,w) 
3d(uyu)， 其 由 ipywEZ(G) ，d(uu) 表 示 # 与 ! 之 距离 。 

49。G@C 的 直径 大 于 3 ， 则 G* 的 直径 小 于 3 。 

50。 直 径 为 2 的 单 图 ，A=vY 一 2， 则 ez>20 -4。 . 

51，G 是 连通 单 图 ，G 不 是 完全 图 ， 则 G 中 有 三 个 顶点 4,0， 
由, 使 得 uv ,vwEE(G)， 而 swEE(G) 


23. 


52。eEE(G) ,e 在 一 个 闭 行 迹 上 ， 则 。 在 一 个 畴 上 . 

53。13>2 的 图 中 有 图 。 ， 

54。G 是 单 图 ，6 之 2, 则 G 中 有 长 至 少 为 5+ 1 的 图 ， 

55。 一 个 围 长 为 4 的 上 次 正则 图 至 少 有 2& 个 项， 有 5 个 项 
时 ， 图 在 同 构 意 义 下 是 唯一 的 。 

56。 转 长 为 5 的 上 次 正则 图 至 少 有 &*+1 个 顶 。 

57。(a) s 之 vy， 则 G 中 有 图 。 

(bye 之 v+4， 则 G 中 有 两 个 无 公共 边 的 图 。 
58。 一 公司 在 六 个 城市 有 分 公司 clyci，…cs， 下 面 矩 阵 的 
GD 号 元 素 是 c, 到 c; 的 飞机 票 价 , 试 为 读 公 司 制作 一 张 由 c: 到 

各 公司 去 的 最 便宜 的 通航 线路 图 ， 


0 50 co 40 25 10 
150 0 15 20 co 25 
1 co 15 0 10 20 co 
140 20 10 0 10 25 
!25 co 20 10 0 55 
人 ao 25 co 25 55 0 


59。 船 公 把 一 只 老狼 、 一 只 小 羊 和 一 头 大 白菜 运 过 河 。 般 
小 ,一 次 只 能 运 走 一 宗 ， 为 安全 起 抑 ， 不 能 让 狼 与 羊 ， 或 羊 与 白 
区 无 人 看 管 时 在 一 起 ， 试 问 应 如 何 运 送 最 省 时 又 安全 ? 

60。 两 人 有 酒 ， 装 满 8 斤 之 瓶 ， 另 有 能 装 5 斤 与 3 斤 的 空 源 
各 一 只 ， 今 和 欲 平分 其 酒 ， 请 设计 一 个 最 简便 的 方法 ， 

61。Brouwer 不 动 点 定理 证 明 中 “5 ,是 闭 集 ” 一 语 何以 正确 ， 
试 加 证 明 。 

62。 正 四 面体 到 自 汲 的 连续 映射 有 不 动 点 。 

63。 有 "个 药 箱 ， 每 两 个 药 箱 中 有 一 种 相 条 的 药 ， 每 种 药 从 
好 在 两 个 药 箱 中 出 现 ， 间 共有 多 少 种 药 ? 

64, y=n,6=n+1,， 则 3v€V (G), 使 得 d (9) 之 3。 
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65。 俱 乐 部 有 14 人 想 打 桥牌 ， 过 去 每 个 人 都 曾 与 其 中 5 个 人 
合作 过 ， 现 规定 四 和 人 中 必须 任何 两 个 人 都 未 合作 过 才 准 许 在 一 起 
打 一 局 ， 在 这 种 规定 之 下 ， 只 打 了 三 局 就 无 法 续 继 进行 ， 这 时 新 
来 了 一 位 年 轻 人 ， 试 证 明 有 这 个 年 轻 人 参加 ， 一 定 还 可 以 再 打 一 
局 . 

86。 任何 9 个 人 中 必 有 三 人 相识 或 四 人 彼此 不 相识 。 

67。 拒 KK ,4 的 边 染 成 红色 或 兰 色 ,证 明 不 论 如何 染 ， 一 定 可 
以 找到 四 个 项， 它们 导出 的 天 ,是 同色 的 。 

68. 从 天 。 中 删除 至 少 几 条 边 ， 才 能 得 到 不 连通 图 ， 且 有 一 
个 通 此 个 栅 (<)? 

，。# 个 人 参加 一 次 会 议 ， 其 中 有 相识 者 ， 每 两 个 相识 者 崩 
元 闪现 国人 而 每 两 个 不 相识 者 从 有 两 个 共同 的 匈 人 ， 则 每 人 
都 有 同样 数目 的 熟人 。 

70， 在 接线 柱 4, 如 之 间 连 接着 一 些 电 阻 ， 试 问 圣 少 要 多 少 个 
电阻 ， 怎 么 联接 ， 才 能 使 任意 损坏 9 个 电 盟 时 ， 电 路 仍 连通 且 不 
短路 ? 

71。 从 敌 区 铁路 交通 图 上 发 现 ， 要 使 两 个 城市 0， ,5 的 铁路 
交通 完全 中 新 ， 至 少 要 炸 毁 上 段 铁路 。 若 有 一 城市 o, 与 blyus 之 
间 各 有 一 段 铁 路 el,e: 相通 ， 证 明 把 。,,e, 炸 贺 后 ， 至 少 还 要 炸 
坏 h~1 段 铁路 ， 才 会 使 v，,v, 之 间 的 铁路 交通 中 断 。 

72 。 长 为 奇数 的 回路 必 售 圈 ， 试 证 阴 之。 长 为 偶数 的 回路 是 
否 一 定 含 圈 ? 

73. 在 次 正则 图 中 ，hv 寺 0 (mod2) 。 

74。G 是 连通 图 ， 28<y* 则 G 中 至 少 有 两 个 “次 顶 。 

。 直径 为 @ 围 长 为 24+1 的 图 是 正则 图 。 


2 树 
2.1 树 及 其 性 质 


树 在 我 们 这 里 是 一 个 数学 概念 ， 它 是 在 名 种 名 样 的 图 中 ， 极 
为 篇 单 又 极为 重要 的 一 类 图 。 树 在 各 个 不 同 的 领域 中 有 广泛 的 应 
上 用. 对 于 图 论 学 科 本 身 ， 树 扮演 着 一 种 特殊 的 角色 ， 那 就 是 ， 
一 个 一 般 的 图 论 难题 或 猜想 提出 之 后 ， 大 都 首先 用 树 米 探讨 其 真 
伪 。 有 的 问题 往往 对 一 般 图 难以 解决 ， 而 对 于 树 ， 则 可 以 圆满 解 
决 。 本章 只 考虑 单 图 。 

- 定义 1 无 于 连 通 图 叫做 树 ， 用 了 表示 ， 了 中 dC) =1 的 项 
z 四 做 叶 ， 紫 个 连通 片 革 为 树 的 本 叫做 林 。 孤立 项 叫做 平凡 树 . 

图 2.1 是 一 个 打 ， 每 个 连通 片 此 为 树 。 

定义 2 树 了 是 图 G 的 生成 于 闭 时 ， 个 称 为 G 的 生成 插 ， 从 
G 中 措 7 之 边 一 除 得 到 的 图 G -EE(T》 可 做 G 的 余 树 霹 树 余 。 


人 人 YX 


图 2.1 
图 2.2 中 粗 实 线 表 示 生 成 树 ， 细 实 线 是 余 树 边 。 可 见 
余 树 可 能 不 连通 . 
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为 了 充分 认识 树 的 图 论 特征 ， 我 们 下 面 给 出 笃 的 六 个 等 价 
命题 。 

定理 1 下 面 的 六 个 命 
是 等 价 ， 

《1) G 是 树 。 

(2) G 中 任 二 硕 之 间 2 
有 且 仅 有 一 条 胃 . 

《3) G 中 无 国 ， 且 

过 二 一。 它 
《4) G 连 通 ， 且 
2 =2 一 |。 

《5) G 连 通 ，YeEE (G)，G ~e 不 连通 。 

《6) G 无 图 ，YeEE(G)，G +e 怡 有 一 个 转 。 

证 〈1) 之 (2) 因为 G6 是 树 ， 连通， 故 Y w DEF CC) ， 习 
摇 Pi(4,0); 车 还 存在 P, (wv) 天 Pu,v)， 当 我 们 沿 P, 由 4 走 
侈 ?时 ，P, 上 一 定 存在 两 个 顶 w1,w,，w! 与 :是 Py 与 P, 的 两 
个 公共 顶 ， 但 在 za 与 w, 之 闻 已: 上 再 无 其 它 与 已: 公共 的 顶 ， 
县 使 得 Pi 与 已: 在 ww, 与 w, 之 间 的 部 分 合成 一 个 于， 与 G 为 树 
无 园 相 违 。 可 见 〈2 》 成 立 。 

(2) 人 (3) 车 G 中 有 国 ， 则 此 团 上 任 二 项 之 间 有 两 条 不 
词 的 轨 ， 与 《2 ) 相 违 ， 故 如 中 无 较 。 

下 面 用 关于 > 的 归纳 法 证 明 。 => 一 1。 

p=1 时 ，& =0, v=2 时 ，s =1，&=v 一 1 成立。 

假设 ><& 时 ，( 3 ) 已 成 立 ， 考 虑 "=8&+1 的 情形 。 这 时 ， 
车 4 与 ?是 G 中 两 个 令 项 ， 取 G,=G-uv, 在 G 上 4 与 之 间 
只 有 一 条 轨 即 边 au， 故 G。 中 4 与 0 之 间 无 轨道 ，G, 不 连通， 
但 G, 显然 只 有 两 个 连通 片 G,,G,， 在 G, 与 G, 中 ， 两 顶 之 河 
只 有 一 条 轨 ， 由 妇 纳 法 假设 ，e1=v4~1，2:=Y,-1，8=e, 
+est1=9,+9, 一 2+1=y~1。 即 (3) 成立。 


图 2.2 
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《3) 之 (4) 只 欠 证 G 连 通 ， 若 G 不 连通 ，GGm…， 
G。(w 安 2) 是 人 的 连通 片 ， 则 ,= >, 一 1， 这 是 因为 G, 是 连 遂 
无 图 图 ， 即 G, 是 树 ， 故 对 G,，(〈3) 成 立 ， 于 是 8=v~o， 
与 8=v--1 煌 违 ， 故 G 是 连通 图 。 . 

(4) 之 (5) ”只 名 证 yeEE(G)，G~e 不 连通 , 因为 e(G 
6) =e(G) -1=v 一 2， 只 训 我 们 证 出 连通 图 的 必要 条 件 是 
之 ~1， 则 可 得 出 G-e 不 连 明 的 结论 。 

事实 上 ，v = 2 的 连通 单 图 满足 => 一 1。 假设 ><& 的 连通 . 
加 ezzy 一 1 对 于 >=8&+iL 的 连通 图 ,考虑 G-o， 其 中 DEF(G)。 

(人 车 G-v 仍 连通 ， 则 s(G-)>k+1-1-1=h 一 1， 
而 e() 之 e(G-v)+1， 于 是 8 关 名 即 e 之 Vv 一 1。 

(ii) 车 G~v 不 连通 ，G1,G:，,…,G。 是 G~v 的 连通 片 ， 
中 疡 2， 由 归纳 法 假设 ，e ,zi 一 I，i = 1, 29oo) 


EeE(G-DFD VORt1l-i- wk -wm 
i=1 
前 ee(G-u+w， 故 ep=y 一 1。 
(5) 守 (6》 先 证 G 中 无 医 。 若 G 中 有 圈 ， 从 G 的 图 上 囊 
除 一 边 所 得 之 图 仍 连 通 ， 与 (5 》 相 违 ， 故 G 中 无 医 。 

下 证 G+e 恰 合 一 个 图 , 事实 上 ， (5)》 说 G 连 通 ， 上 面 又 
证 出 G 无 图 ， 故 G 是 树 ， 从 而 《 2》 成 立 ， 即 任 二 顶 赔 仅 有 一 轨 
相连 ， 所 以 G+e 必 有 含 。 的 图 着 G+e 事 有 两 个 合 。 的 圈 ， 
则 G+e-e=G 中 仍 有 一 个 圈 ， 与 G 中 无 圈 凶 盾 。 

《6) 字 (1) 只 欠 证 @G 连 通 ，Yi, vEV(G), 车 4 与 v 相 
邻 ， 则 (4 与 v 连通 ; 车 4 与 "不 是 邻 顶 ， 由 (6) 知 G+i 只 
含 一 略 ， 即 G 中 4 与 v 之 间 有 轨 ， 故 4 与 2 亦 连 遂 、 由 # 与 之 
任意 性 ，G 是 连通 图 。 证 些 。 

推论 1 非 平 凡 树 至 少 两 个 叶 ， 

证 为 非 平 风 树 ， 则 e《T》=v(T)~1, -又 
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28 = dew) =2(2 一 1) 
j=1 


了 是 连通 图 ， 于 是 d(o)>1， 基 全 是 不 小 于 2 次 的 顶 ， 则 


2d(oD) 关 2 与 Dd(v) =2v -2 
i=1 


矛盾 ， 故 至 少 有 一 个 一 次 顶 x， 除 4 外， 其余 "一 1 个 项 次 数 之 
和 为 2 -3. 若 除 : 外 每 顶 次 数 不 小 于 2， 则 它们 的 次 数 和 之 2(v 
一 了 =2y 一 2， 与 它们 的 次 数 和 为 2 -3 了 矛盾 。 玖 除 4 外 还 至 少 
有 一 个 一 次 项。 证 毕 。 

推进 2 G 连通 的 完 村 条 件 是 GG 有 生成 树 % 

证 充分 性 的 证 明 不 足 道 。 

若 G 连 通 ， 设 了 是 G 的 边 数 最 少 的 连通 生成 子 图 ， 则 
YeEPE(T)， 了 -2 不 连通 ， 由 定理 1〈5) 知 了 是 树 ， 即 G 有 生 
成 梯 。 证 毕 。 

例 1 项 数 大 于 4 的 图 G 或 其 补 图 中 含有 圈 。 

证 若 G 中 与 G' 中 清 无 图 设 G,，…sG。 是 G 的 连通 片 ， 
GisGi,… ,Gs 是 G' 的 连通 片 ， 则 G 的 边 数 为 2(G) -路 G* 的 
边 数 为 v(G) - or，G 与 G' 边 数 之 和 为 ~ 

1 


FP D=2 20, 


vy+t2w ro) =0 (ow 1) 
2 一 5 十 4<0 


解 得 1<v<4， 与 9>4 巴 拓 ， 获 G 或 G* 中 有 国 。 证 毕 。 

例 2 连通 图 的 无 图 子 图 可 以 是 生成 树 的 一 部 分 。 

证 车 G 是 树 ,命题 自然 成 立 , 车 G 不 是 树 , G 中 有 图 C， 
设 G/ 是 G 的 无 轿子 图 ， 则 C, 上 至 少 有 一 边 e1 不 在 Gr" 上， 把 
#1 从 G 上 删除 ，G -e; 仍 连 通 。 着 G-e， 上 仍 有 图 C,， 则 C。 上 
有 一 边 e: 不 在 G/ 上, 把 e; 从 G-e: 上 删除 ，G-es-e: 仍 
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连通 。 

由 于 是 有 限 图 ， 这 一 过 程 会 在 《有 限 ) & 步 后 终止 ， 终 止 时 
所 得 的 从 G 中 出 去 了 一 些 团 上 之 边 的 图 Ge -e: 一 … 一 人 无 图 
连通 ， 即 它 是 树 ， 于 是 G/ 是 G-e:-e:-…-ei 的 一 部 分 且 
G-e,-e:-…-e 是 G 的 生成 树 。 证 毕 。 

例 3 T,,T, 是 衬 T 的 子 树 ，7, 是 7 与 了, 公共 边 端点 
形成 的 顶 子 集 的 导出 子 图 ， 则 .了 , 也 是 树 。 

证 7, 显然 无 图 ， 只 欠 证 T, 是 连通 图 。 任 取 两 个 硕 4， 
vEYV(T,)， 风 4，vEY (T4)，w，,，VEV(T,)。 在 TT, 上 有 唯一 的 
轨 P1(4,0)， 在 了 ,上 有 了 唯一 的 轨 了 ,45D); Pi (yo)， 已 (ty 
v) 都 是 树 T 上 之 轨 ， 故 P, =P,， 即 Pi (u,v) 上 的 边 亦 是 7; 上 
的 边 ， 从 而 PC4,2) 是 7, 的 于 图 ， 即 了， 上 4 与 0 两 项 连通 ， 
由 4，o 之 任意 福 得 知 了, 连通 。 证 毕 


2.2 生成 树 的 个 数 


顶点 标志 的 连通 图 ， 除 非 它 本 身 就 是 树 ， 一 般 地 ， 有 不 下 一 
个 生成 树 。 我们 把 标志 不 同 而 同 构 的 上 生成 树 视 为 不 同 的 生成 树 ， 
如 此 ， 一 个 小 小 的 及 1。 况 有 一 亿 樟 生成 衬 。 本 节 给 出 一 个 求生 成 
树 个 数 的 方法 和 完全 图 生成 衬 个 数 的 Caylay 公式 、 


a a 站 
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图 G 的 一 边 。 被 收缩 ， 是 指 从 C 中 把 删除， 再 令 其 二 端点 
重合 成 一 个 顶 〈 图 2.3) .所 得 之 新 图 ， 记 成 G，e. 车。 不 是 于， 
则 显然 有 
vyG Ee) =vG) -1, eG e)=e2(G) -1, 
(Ge)=w(G) 〈o 是 连通 片 个 数 ) 。 
人 是 树 ，T，e 仍 为 树 。 
我 们 用 r(G) 表示 标志 图 的 生成 树 之 个 数 。 
定理 2 是 标志 和 连理 连 G 的 非 环 状 边 ， 财 有 公式 
T(G}=7T(G-e) +r(G .+ e). 
证 G 的 含 。 的 生成 树 与 G，e 的 生成 树 一 一 对 应 ， 即 r(C 
“e) 是 G 中 含 。 的 生成 树 之 个 数 。 另 一 方面 ，G 的 不 含 。 的 生 
城 树 与 G-e 的 生成 树 一 一 对 应 ， 即 (Ge) 是 G 中 不 含 。 的 
生成 笠 之 个 数 ， 也 以 有 “ 
T(G) =T(G ~e)+r(G。，e)。 证 毕 . 
例 4 求 四 边 形 带 一 条 对 岗 线 的 图 的 7(G)。 
”由 图 2,4 知 带 一 条 对 角 线 的 四 边 形 的 生成 树 个 数 是 8 。 
定理 3 (Caylay) . +7(K,) =n" 
证 令 天 ,的 顶 集 为 六 = 11,2,3, ,从 ， 则 由 六 中 元 素 移 
成 的 长 n 一 2 的 序列 恰 为 "~* 个 。 这 是 因为 序列 和 ts， 
(EN)》 中 的 每 个 1; 有 种 不 同 的 取 法 。 下 面 建立 上 述 序列 与 
,的 生成 树 之 间 的 一 一 对 应 系 ， 关 
任 取 定 K ,的 一 个 生成 树 T， 没 s; 是 了 中 第 一 个 (号 码 最 小 
者 ) 一 次 顶 ， 取 + 为 与 s, 相 邻 的 顶 之 号 码 , 把 s, 从 了 上 删 除 ， 
设 s; 是 -si 中 第 一 个 叶 ， 取 1 为 s, 在 了 -~s; 中 相 邻 的 顶 之 
号 码 ， 依 中 类 推 ， 即 得 由 六 中 元 素 构成 的 长 a~ 2 的 序列 《图 
2.5) 。 最 后 镜 下 的 是 一 个 ，。 
反之 , 任 给 定 由 衣 中 元 案 构 成 的 长 4 一 2 的 一 个 序列 1, 1， 
我 们 可 以 如 于 地 瑚 出 一 个 生成 树 ，s，, 是 六 中 不 在 {t，， 
tt- 中 的 第 一 个 号 码 ， 把 s, 与 全 连 一 边 ，s, 是 不 在 
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中 的 站 一 [的 第 一 个 号 码 , 把 :与 fa 连 一 冯 。 


< 一 一 > 0435.3.45) 


图 2.5 
继续 这 一 过 程 ， 得 -2 个 边 sifhysatsysw-zf-a。 再 连接 
六 -~{sso3o-a} 中 的 两 个 项 ， 则 得 -- 个 生成 桂 。 至 此 建立 
了 tyf-z 虱 的 (tf.EN) 序列 与 下 ,生成 树 之 间 的 一 一 
对 应 ， 故 *(K。) =n"-*。 证 毕 。 
例如 区 1。。 的 生成 树 的 个 数 是 100”“ = 10 ”个 。 


2.3 Kruskal 算 法 


今 欲 修筑 连接 几 个 城市 的 铁路 ， 已 知 i 城 与 7 城 之 i 
造价 为 ci， 设计 一 个 线路 图 ， 使 总 造价 最 低 。 

上 述 实际 问题 的 数学 模型 为 ， 在 已 知 的 加 权 连 通 图 上 求 术 最 
小 的 生成 子 图 。 显 然 它 是 一 个 生成 树 ， 这 个 生成 树 岂 做 最 优 树 。 
下 面 介绍 求 最 优 树 的 Kruskal 算法 。 

Kruskal 算法 ， 

(1) 选 e,EE(G), 使 得 wle,) = min。 

《2) 若 e45e4,…,e1 已 选 好 ， 则 从 ECG) 一 {ee,,*…， 
4 村 由 选取 e,,，,， 使 得 

fi) Gr{fey,es, ,e196;41)] 中 无 攻 ， 且 
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{ii) wlerr) = mio, 
《3 ) 继续 进行 到 选 得 ev-: 为 止 。 
其 中 GL[E'] (E'CE(G)) 叫做 E' 的 导出 子 国 ， 它 是 此 
L L 


EE!' 为 边 集 ， 以 巨 ' 中 边 之 端点 为 顶 的 图 。 

定理 4 Kruskal 算法 选 得 的 边 的 导出 子 图 为 最 优 树 ， 

证 Kruskal 算法 得 出 的 子 图 7T" 是 生成 衬 自 不 待 说 . 下 证 
它 的 最 优 性 。 设 7* 不 是 最 优 树 , 了 ,是 G 的 任 给 定 的 一 个 生成 树 ， 
f(T1) 是 {e1584,…s6s-1} 中 不 在 世上 的 et 的 是 标 i 的 最 小 
信 ， 令 了 是 使 1(T) 最 大 的 一 个 最 优 树 、 因 为 了? 不 是 最 优 树 
又 ECT*)= {ees me， 故 elyei…ev-: 中 必 有 不 在 
五 (7) 中 的 边 。 设 FT) =&， 即 e181,"…,64-1 在 T 与 T* 上， 
而 。 不 在 7 上 ， 于 是 了 +e: 中 有 一 个 图 C.。 令 ex 是 在 7 上 而 
不 在 T* 上 的 边 . 县 在 C 上 , 显然 ，T7 = (T+ei)-e% 也 是 
生成 树 ， 又 画 (T') = 矿 (T) +wle,) -wket)。 由 算法 知 ，ex 本 
是 使 GL{e,,es，…,e,}] 上 无 十 的 权 最 小 的 边 ， 又 GL{eiyes 
,241384}] 是 了 之 子 图 ， 也 无 十 ， 则 有 ww(ex) 之 wles)。 于 
是 历 (T')<(T)， 即 7T' 也 是 最 优 树 ， 但 fT’)>k=f(T)， 
与 1(T) 之 最 大 性 矛盾 。 证 毕 . 

例 5 求 下面 加 权 图 的 最 优 笃 。 ( 它 的 实际 背景 是 北京 与 巴 
黎 、 组 约 、 东 京 、 伦 敦 、 芭 西 哥 城 这 六 大 城市 间 的 航空 路 线 距离 
图 ， 单 位 是 百 公 里 。) 一 

图 2.6 中 粗 实 线 表 示 的 是 最 优 树 ， 其 权 为 122。 


2.4 儿 类 常用 树 


本 节 介绍 几 类 常用 的 有 向 树 ， 为 此 首先 提出 有 向 图 中 的 一 些 
名 词 。 

设 G 是 有 向 图 ，e= z 刀 是 有 向 边 ， 箭 头 从 * 画 向 ?，+ 叫做 
边 。 之 尾 ，? 叫做 。 的 头 。 夯 =voervies…esvs， 有 向 边 ei 的 
尼 是 v1， 头 是 0，1<ih， 则 厂 岂 做 有 向 六 路 ， 有 筷 轨 是 指 
到 中 顶点 两 两 相 异 。d- (ov) 表示 以 v 为 头 的 边 做 ，d*(v》 表示 
以 2 为 尾 的 边 数 。 
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2.4,1 有 序 二 元 树 

定义 3 了 是 一 个 树 ， 把 有 边 规定 一 个 方向 且 使 得 Vzi6 
7(T)， 习 有 向 软 PCo。oi)， 则 称 了 是 外 向 树 ，", 叶 恢 根 。 拒 
外 向 树 之 定向 反 过 来 ， 捍 到 的 有 向 树 叫做 内 向 树 。 

定义 4 人 了 为 外 向 树 。YvEV (T)，d* (v) 护 ao, 则 称 了 为 6 
元 树 。 当 。=uv 时 ，4 称 为 7 之 父 ，v 称 为 4 之子， 回 父 之 子 称 
为 兄弟 ， 软 树叶 和 外， 每 项 车 7 子 时 ， 称 为 典型 6 元 树 。 外 问 树 每 
大 的 九 子 们 有 序 时 ， 叫 恢 有 序 柑 ， 有 序 树 之 序列 叫做 有 序 入 外 
向 树 上 的 箭头 可 以 省 略 ) 。 

我 们 习惯 于 把 有 序 林 中 一 切 树 根 画 在 同一 水 平 线 上 ， 每 一 内 
顶 《 非 叶 》 的 儿子 们 从 左 到 右 有 序 地 排列 ， 生 边 不 内 交 ， 叶 在 最 
下 方 。 

例 6 画 一 个 二 元 树 ， 兄 弟 关系 中 ， 左 为 0 右 为 1， 试 问 下 
面 (图 2,7) 的 二 元 树 上 抄 出 的 0-1 密 码 珍 达 什么 信息 ， 0 0 1 1 0 
110100001110111100010100001. 

解 上 述 0-1 密 码 从 二 元 树 上 详 出 为 

Good Morning 


900 ol 019 


Ml 100 101 只 
5 6 1 M 和 0 


图 2.7 


我 们 把 从 根 到 叶 的 有 向 轨 上 的 0- 1 号码 依次 抄 在 该 叶 之 下 
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方 ， 再 把 各 个 时 下 方 的 字符 串 收 集 起 来 ， 就 得 到 一 个 二 元 树 的 所 
调 前 级 码 ， 例 如 图 2.7 中 的 前 级 码 为 {0 0 0，0 0 ,0 1 0， 
011，1.0 0，1 0.1，1 1} 显然 ,给 一 个 前 级 码 ， 则 可 以 
画 出 一 个 唯一 的 有 序 二 元 桂 ， 前 线 码 与 有 度 二 元 树 一 一 对 下 .这 
样 ， 可 用 前 缕 码 代表 一 个 二 元 树 ， 这 给 机 器 天 达 有 序 二 元 料 提 供 
了 方便 。 而 任何 有 序 树 ; 都 可 以 化 成 二 元 有 序 树 ， 于 是 可 以 用 计 
算 机 方便 地 处 理 有 关 有 序 树 的 问题 。 

按 “ 左 下 方 是 儿子 ， 右 下 方 是 兄弟 ? 刚 规 则 ， 可 以 把 有 序 树 
转化 成 有 序 二 元 树 ， 而 且 这 种 转化 是 可 道 的 。 局 时 这 种 规则 还 可 
以 把 有 序 林 可 逆 地 转化 成 有 序 二 元 树 《 只 轿 把 根 也 看 成 兄弟 》。 


图 2.8 

图 2.8 左 图 是 一 个 有 序 树 ， 右 图 是 与 之 对 应 的 有 序 二 元 树 。 
Vs 有三子 wyuzyps，t 是 长 子 ， 在 相应 的 二 元 树 中 必 画 在 o。 左 
下 方 ，v, ,vs 做 为 b, 的 兄弟 依次 2: 画 在 o 的 右 下 方 ， 而 w, 而 
在 v, 的 右 下 方 ，v， 有 二 子 ， 长 子 w。 画 在 ws 左下 方 ，zt 做 为 
,的 兄弟 画 在 0, 的 右 下 方 ; 2 只 一 个 儿子 v,，vs 画 在 v 的 左 
下 方 . 

加 2.9 是 有 序 林 画 成 有 序 二 元 树 的 示意 图 ， 


2.4.2 Catalan 数 


为 了 求 得 # 顶 有 序 二 元 笃 和 +" 顶 有 序 林 的 个 数 ， 我 们 介绍 有 
趣 的 Ca'alan 数 。 
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括号 列 是 指 由 左 括 司 必 (” 和 右 括 号 ”组 成 的 有 限 库 列 。 
nA Dy 


定义 5 好 括 呈 列 是 指 

(1 覃 到 是 好 的 

(2》 秆 4 与 也 是 好 指 号 列 ， 则 .42 也 是 ; 

(3) 著 4 是 好 括号 列 ， 则 〈 4) 也 是 

《和 除 (1) 、 (2》 、《〈8) 中 的 括号 到 外 ， 译 无 其 它 好 括 
号 列 〈 不 是 好 括号 列 者 ， 称 为 坏 括号 列 ) . 

例如 (( )(0)》 是 好 列 ， 而 〈( ))) (0 是 坏 列 。 

定理 5 ”一 个 括号 列 是 好 括号 列 的 充 要 条 件 是 它 由 偶 教 个 括 
号 得 成 ， 其 中 半数 是 左 括 号 ， 且 从 左 向 右 读 这 个 括号 列 时 ， 读 由 
的 右 括号 个 数 不 会 超过 读 出 的 左 指 号 个 数 、 

证 沙 括 号 列 是 好 列 ， 显 然 它 是 由 左 括号 上 直 半 数 的 偶数 个 括 
号 组 成 的 。 下 面 用 关于 括号 个 数 的 归纳 法 证 明 从 左 至 右 读 出 的 左 
-括号 的 个 数 不 少 于 右 括号 读 出 的 个 数 。 若 括号 数 为 2 ， 命 题 为 
真 、 设 m 个 左 括 各 个 右 括 的 好 列 命题 书 真 ， 我 们 考虑 5 个 左 括 
和 和 六 个 右 笑 组 成 的 好 括号 列 。 其 中 mm<m。 

《i 》 敌 造 此 括号 列 时 ， 最 后 一 步 是 《2 ) ， 此 括号 列 形 如 
AB，A 与 8 贤 非 室 好 列 ， 从 在 至 右 读 时 ， 只 要 还 在 读 A4， 由 归 
纳 法 假设 ， 读 出 的 左 括 不 比 右 括 少 ， 当 我 们 读 到 .4 的 最 后 一 个 括 
号 时 ， 读 出 的 左 、 右 括号 个 数 一 样 。 再 读 下 去 ， 即 资中， 由 归纳 
法 假设 ， 读 出 的 右 括号 总 数 仍 然 不 会 超过 读 出 的 左 括号 总 数 

《这 ) 车 造 这 个 括号 列 时 ， 最 后 一 步 是 3》 ， 命 题 显然 
成 立 。 
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下 面 证 明 由 左 括 占 兴 数 的 括号 列 ， 若 从 左 顽 右 读 时 读 出 的 
左 括 个 数 不 少 于 右 括 个 数 ， 则 此 括号 列 是 好 列 。 仍 用 关于 括号 数 
的 归纳 法 括号 数 为 2 时 ， 命 题 显然 成 立 ,假设 Ww<n 时 ，m 个 
左 括 和 m 个 右 括 组 成 的 括号 列 命题 已 真 ， 考 虑 "个 左 插 # 个 右 括 
鹊 括号 列 ， 有 从 左 向 右 读 时 ， 读 了 2m 个 括号 后 ， 读 得 的 左右 括 号 
个 数 相等 ， 由 归纳 法 假设 ， 读 出 的 这 个 于 列 4 是 好 括号 列 ， 右 面 
未 读 的 子 列 刀 也 满足 命题 条 件 ， 由 归纳 法 假设 ， 卫 亦 为 好 列 ， 所 
以 整个 括号 列 48 也 是 好 列 。 

洲 上 述 非 空 列 4 不 存在 ， 我 们 从 友 向 右 读 时 ， 读 了 第 一 个 括 
号 而 未 读 其 它 括号 时 ， 由 命题 条 件 知 第 一 个 括号 为 左 括 。 恋 到 只 
漳 一 个 括号 未 读 时， 已 读 册 的 左 括 不 比 右 插 少 ， 而 左 括 右 括 总 数 
各 占 其 半 ， 故 最 后 一 个 括号 是 右 括 ， 于 是 原 括号 列 形 如 (4》， 
A4 仍 满 吓 命题 条 件 ， 由 归纳 法 假设 ，4 是 好 列 ， 故 《4》 亦 是 好 
列 ， 证 毕 

定理 6 由 2* 个 括号 组 成 的 好 括号 列 个 数 是 


elm) = TCs 


这 个 数 cn) 叫做 Catalan 数 。 

证 设 妃 bb。 是 2 个 左 括 个 右 括 构成 的 坏 括号 列 。 由 
定理 5 知 ， 有 一 个 前 级 ， 其 中 右 括 比 左 括 多， 设 pp,…p1 的 右 
括 比 左 括 多 ， 旦 ， 最小， 这 时 右 括 只 比 左 括 多 1 个 ， 抬 从 pb: 开 
始 的 每 个 括号 “ 翻 ”过 来 ， 则 得 一 1 个 左 插 w+ 1 个 右 插 的 坏 括 
号 列 ， 显 然 这 一 变换 是 可 道 的 ， 故 ”个 左 插 与 4 个 右 括 组 成 的 坏 
括号 列 与 4- 上 个 左 括 #+1 个 右 括 组 成 的 括号 列 一 一 对 应 。 而 
#~ 工 个 堪 括 r+ 工 个 右 括 组 成 的 括号 列 共计 CC 路 ! 个 ，# 个 左 括 
个 右 括 组 成 的 括号 列 共计 C3 .个 ， 所 以 2n 个 括号 的 好 括号 列 共有 

CI, CC 、 

28(28 一 1 (21 一 各 二 _ 2n(2m—1).(2n— +) 
nl {n+1)1 
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证 毕 . 

定理 7 “个 字符 每 个 都 要 进入 “先入 后 出 ”存储 句 5 恰 
一 次 ， 进 入 S 时 是 有 序 的 ， 则 出 S 的 不 向 字符 列 共计 可 能 有 
en) 个 。 - 
证 ”有 字符 进 S 时 ， 记 “ (” ,出 S 时 记 4) ”, 当 # 个 字符 
爹 部 出 了 S 时 ， 得 到 一 个 = 个 左 揪 # 个 右 揪 组 成 的 24 个 括号 的 
括号 列 。 由 定理 5， 得 到 的 是 个 好 括号 列 。 而 且 这 种 好 括号 列 与 
出 5 的 不 同 字符 列 之 间 一 一 对 应 ， 所 以 ,由 定理 6 ,定理 7 得 证 。 
证 毕 ， 

俏 了 一 个 汽车 队 在 狭窄 路 而 上 行驶 ， 不 得 超车 。 但 可 以 和 
入 一 个 死胡同 去 加 油 ， 之 后 再 插队 行驶 ， 共 有 + 辆 汽车 ， 何 可 能 
有 几 种 排列 不 同 的 车 队 开 出 城 去 ? | 

例 8 人 饭 后 ， 好 组 洗 碗 ， 妹 妹 把 姐姐 洗 过 的 碗 一 个 一 个 放 进 
储 柱 押 成 一 操 。 共 有 个 图 样 两 两 相 异 的 碗 。 洗 前 也 操 成 揉 ， 也 
许 因为 小 妹 食 玩 ， 碗 拿 进 福子 不 及 时 ， 姐 如 就 把 洗 过 的 碗 操 在 旁 
边 ， 问 小 妹 操 起 的 枕 可 能 有 几 种 方式 ? 

由 定理 7 ， 例 7 与 例 8 的 答案 都 是 c(z) 


2.4.3 ”有 序 2 元 树 的 个 数 


ss 个 顶 的 有 序 二 元 树 形形色色 ，+# 个 项 的 有 序 宁 更 是 如 此 ， 
但 它们 的 数目 恰 为 c(n) 

定理 8 “项 有 译 林 和 ”项 有 闷 二 元 树 的 个 数 洛 为 “( 雪 . 

证 把 有 序 补 中 每 个 叶 标 以 《 》， 把 其 儿子 们 的 标志 分 别 
是 wisws，… 功 ,的 内 顶 标志 以 《wiw:… 了 由,) ， 最 后 从 左 到 右 粮 
的 标志 分 别 为 xyxs…yxv,， 整 个 林 的 标志 是 zax:…2v。 这 一 标 
志 映 射 显然 是 可 北 的 , 且 xix:…xr 是 2r 个 括号 组 成 的 好 括号 殉 ， 
于 是 22 个 括号 组 成 的 好 括号 列 与 顶 有 序 林 之 间 一 一 对 应 。 所 
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以 ， 由 定理 6， 顶 有 序 林 的 个 数 是 clm)， 又 4 顶 有 序 林 与 8 
顶 有 序 二 元 树 之 间 一 一 对 应 ， 放 贷 有 六 二 元 树 约 个 数 也 是 
+(n)。 证 毕 . 

定理 9 “ 顶 典 型 有 序 二 元 树 的 个 数 为 cf 


n-1. 
2 


证 “容易 看 出 ， 内 用 二 元 由 中 数 (7 与 内 顶 个 数 
TKT) 清 足 上 (7) =1(T) +1， 所 以 有 -5 二 个 内 顶 , 而 ”项 典 


型 有 序 二 元 树 与 .了 个 项 的 定位 二 元 树 一 一 对 应 ,因为 把 4 项 上 
如 一 1 


型 有 序 二 元 桂 之 叶 多 部 氮 夫 ， 则 得 “了 个 顶 的 有 序 二 元 树 ， 显 
然 ， 这 种 变换 是 可 滋 的 ， 由 定型 8 ， 得 知 顶 肉 型 二 元 树 个 数 为 
。( 卫 3). 证 毕 , 
从 这 个 定理 证 明 中 知 # 顶 典型 二 元 树 的 顶 数 是 洛 数 ， 
2.4.4 Huffman 树 


由 全 6 我 们 看 到 ， 营 设计 26 个 叶 的 有 序 二 元 树 ,每 个 叶 代 表 
一 个 英语 字母 ， 则 可 以 用 这 个 二 元 树 上 的 叶 码 育 列 表示 出 任何 一 
名 话 ， 进 而 任何 一 入 文章 的 信息 。 自 热 ， 我 们 希望 总 码 长 越 短 越 
好 。 粗 路 地 讲 ， 字 母 出 现 的 频率 小 的 〈 例 如 2 ) 相应 的 叶 码 长 ~ 
点 还 不 怕 ， 但 字母 出 现 的 频率 大 的 《例如 。 ) 相应 的 吐 码 可 不 到 
太 长 ， 以 期 整个 文章 的 总 码 长 最 短 。 

定义 6 0 为 入 的 2,,v,,…,v, 为 叶 的 有 序 二 元 树 中 ， 执 
了 (v6 ,01) (GG=1,2,-…,n#) 的 长 1 叫 数 叶 ,的 码 长 。 若 ui 


三 1,2,…s9) 代表 的 事物 出 表 的 概率 为 p:， 沁 p, = ]， 使 得 
be 
mT) = Dprl,= min 
全 
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的 有 序 二 元 树 了 叫做 带 权 5 ,p:，…:。 的 Huffman 树 ， 也 :叫做 
最 优 二 元 树 。 

m(T) 虽 是 人 ,1，…,1 ,的 #4 元 函数 ， 但 1 满足 的 条 件 是 
二 元 树 上 的 根 叶 距 ， 不 易 写 出 这 些 条 件 的 表达 式 ， 所 以 这 一 条 件 
极 值 问题 ， 不 能 用 传统 的 数学 分 析 方 法 来 解决 ， 一 般 用 下 述 的 图 
论 方法 来 解决 。 

下 设 记 所 Pp: 所 … 人 pa，V4904，…,V4 为 与 之 相应 的 陡 。 

定理 10 〈1) T 为 Huffman 焕 ，v:， v1 是 兄弟 则 i 
= 1 (2) ov, 与 v, 最 兄弟 ，(3) 设 T' 是 带 权 p+p;,Pps，…， 
Ps 的 Huffman 树 ， 与 p: +p: 相应 的 叶子 生出 两 个 新 叶 分 别 有 
权 ,Ps， 则 得 则 的 树 了 即 为 带 权 p, ,Pp:，…,P, 的 Huffman 树 。 

证 (1》 由 树 上 轨 Plvo,v1) 及 已 (oui) 的 唯一 性 ， 以 
及 V0。 到 vi,v; 之 父 的 扫 的 唯一 性 知 ，P(tzosot) 与 Pvs,01) 
等 长 。 

(2》 著 Haffman 树 仅 byo* 黄 个 时 ， 由 m(T) = min 知 
见 弟 v 与 0, 的 码 长 1,=1,=1。 车 了 有 三 个 以 上 的 叶子 ， 则 因 
为 二 元 树 ， 有 码 长 不 小 于 2 的 叶 。 又 m(T)=psl,+psls+… 
十 bf ,= min， 不 妨 设 之 1 ，i=2,3,…,#。 这 是 因为 ， 若 p。 
=pr， 而 1>1， (rn 之 h>2), 我 们 把 v 与 vi 足 标 对 换 ， 得 一 同 
构 树 ，m(T》 不 变 ， 而 使 新 树 上 v, 的 码 长 大 于 vs 的 码 长 ,车 
bb 而 > (CR2)， 把 ,与 双 带 权 对 换 ， 得 到 的 
新 树 T’ 上 mT )=pfstpalst t+prli+ prl ,<m( 了 ), 与 
如 (了 )》 最 小 矛盾 。 故 1 不 妨 认 为 是 最 长 的 码 长 ， 且 站 之 1 之 … 
实 1,， 著 v 无 兄弟 ， 则 1 还 可 缩短 1， 这 与 m(T) =min 矛 
盾 ， 故 ui 的 兄弟 是 v0;。 

《3) 设 T' 是 带 权 p,ps，…sp, 的 Huffman 树 ， 只 需 证 
明 m(T)<mCTY)。 由 《2)， 带 权 pi 与 p: 的 叶 在 T' 中 是 兄 
弟 ， 令 T4 是 了 中心 与 加 为 权 的 吐 删除 ， 其 父 的 权 为 pr +ps 
的 树 ， 则 
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mT ) = mT) + pi+ps, 
m{T) =m(T*) 十 四 + ps. 
而 T+ 是 带 权 p+p2sps，"…sp, 的 Huffman 树 ， 放 mm(T4) 沁 
m(T+)， 于 是 m(T) sm(T )。 证 毕 ， 
例 9 求 带 权 0.1，0.1，0.1，0.2，0.5 的 Huffman 树 - 
解 。《d) 中 画 出 的 是 Huffman 榨 《 不 是 唯一 解 ) 。 


0.3 


图 2.10 

这 里 的 解法 是 依据 定理 10 进行 的 ， 这 种 方法 称 为 “兄弟 导 
父 法 ? 

本 章 我 们 讨论 了 树 的 六 种 等 价 的 说 法 ， 并 且 介 绍 了 Kruskal 
求 最 优 树 的 算法 ， 它 和 第 一 章 的 Dijkstra 算法 都 是 最 优化 问题 
中 的 著名 算法 ， 关于 Kruskal 算法 ,我 们 不 仅 看 到 它 的 可 行 性 ， 
而 且 还 证 明了 它 的 正确 性 。 对 于 一 个 算法 ， 起 码 的 要 求 有 三 点 ; 
可 行 性 、 正 确 性 和 有 效 性 。Kruskal 的 时 间 复 厅 度 为 Otv*)。 由 
区 aylay 定理 (定理 3 ) 知道 ， 求 +(G) 是 没有 好 算法 的 ， 用 公 
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式 T(G)=T(G ve)+rC-e)y 求 r(G) 只 对 小 图 适用 。 

本 沼 介 绍 的 二 元 树 、Catalan 数 ,括号 列 方法 和 Huaffman 侍 ， 
不 但 孝 味 肉 然 ， 而 且 很 有 实用 价 信 ,时 在 1857 年 ，Caylay 就 利 
用 树 研 究 有 机 物 的 分 子 结构 ，1847 年 ，Kirchhoff 用 树 研究 电 
网 络 。 几 乎 所 有 应 用 图 沦 的 领域 都 要 在 相当 大 的 程度 上 依靠 树 来 
解决 其 些 重 要 问题 。 树 ， 尤 其 是 生成 树 《本 书 以 后 章节 有 几 处 还 
要 讨论 生成 树 》 可 以 说 是 图 的 崩 路 ， 从 米 是 被 重视 的 一 个 问题 


习题 
1 。 非 平凡 树 中 最 长 轨 购 起 点 和 终点 是 叶 。 
2 。 一 个 恰 有 两 个 叶 的 树 是 一 条 罗 。 
3 ,A 之 8 的 树 至 少 有 包 个 时 。 
4 。 用 个 连通 片 的 图 ， 当 且 仅 泊 6。=: ~- o 时 是 林 。 
5 。G 的 中 心 是 指 Pa Aus0) = min 久 顶 4 ， 证 明 树 有 有 一 
个 忠心 或 有 两 个 相 邻 的 中 心 ， 
6 。C 是 有 中 个 麻 次 顶 的 林 ， 则 G 中 存在 评 条 无 公共 边 的 
二 
胃 PsPes…sPis 使 得 EG)= UBCP，)， 
7 。 正 整数 序列 d，,d，，…,d。 是 树 的 次 数字 列 的 充 要 多 人 钉 
d=20 -dD), 
8 。 人 是 +1 个 顶 的 树 ，G 是 单 图 ，5(G) 之 h， 则 G 中 合 
有 与 个 同 构 的 子 图 ， 
9 。 烷 经 的 分 子 式 为 CuH,， 碳 原子 四 价 ， 氢 原子 一 价 ， 且 
价 刍 不 成 回路 ， 则 对 每 个 自然 数 m， 仅 当 4 =2m+2 时 ,CH 才 
可 能 存在 。 
“10, 求 1(K,,,)。 
11。 轮 是 器 加 一 个 新 项 ( 轮 心 ) ， 生 拒 全 顶 与 新 夺 壬 二 条 
六 4 


边 〈 轻 条 》 所 得 的 图 ， 试 求 ” 条 辐 条 的 轮 的 生成 树 的 数目 
12, efE(K,), MT(K,-e)= -2 
13。 画 出 带 权 0.1，0.2，0.3，0.4 的 Huifman 笠 . 
14。 男 出 带 权 0.2，0.13,，0.12，0.1, 0.1，0.08，0.06, 
0.06，0.06，0,04 的 Haf fman 树 。 
15。 构 作 与 括号 列 
COCOOOCCOOC ODOAC ODOC DC OO 
相应 的 有 序 林 、 有 序 二 元 树 和 通过 “先入 后 出 ”存储 器 的 排列 。 
16. 6b。 表示 有 序 二 元 树 的 数目 ， 令 6。= 1， 且 定义 
B(x) =0, tb xt+hox’ te 
C4) ”证 纹 ; 8。= bb 二 b,-1bos 
《6) ”证 明 ; xB’(x)- B(x)+1= 0 


1 革 ( 革 -1 
(ec) ”用 公式 lt tt 
证 胃 b= tC en), 
17。Kruskal 算法 能 否 用 来 : 
Ca》 在 加 权 连 通 图 中 求 最 大 权 的 树 ? 
(58》 在 不 连通 图 中 求 最 小 权 生 成 林 站 
如 果 能 ， 怎 么 求 ? 写 出 算法 来 ， 并 指出 其 时 间 复 杂 度 。 
18。 求 图 2.11 的 最 优 树 ， 
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19. v>2 的 迷 遂 图 中 至 少 有 两 个 项 ， 把 它们 删除 后 源 得 的 
血 仍 连通 ， 

20。 连通 图 中 或 有 一 个 一 次 顶 或 有 一 条 边 ， 把 它 删除 后 所 得 
前 图 仍 连通 。 

21. 连通 图 有 # 个 项 至 少 有 na- 1 条 边 。 

22，zr(K 。) = ? 其 中 不 同 构 的 生成 树 有 几 个 ? 

23, 荐 G 的 边 数 不 少 于 项 数 ， 则 G 中 有 帅 。 

24。 乒乓 球 单打 比赛 采用 淘汰 制 ， 有 " 名 选手 参加 比赛 ， 要 
决 出 冠军 ， 共 需 几 场 比赛? 

25， 在 坐标 纸 上 有 11 条 水 平 线 和 11 条 竖 直线 ， 以 它们 的 交 
点 为 顶点 构成 一 个 图 ,这 些 直线 上 的 线段 为 边 , 间 去 掉 多 少 条 边 ， 
才能 使 每 顶 次 数 小 于 4 ? 至 多 可 以 去 掉 几 条 边 ， 克 能 使 图 连通 ? 

26。 对 于 无 向 树 了 ， 可 以 有 几 种 定向 方式 使 其 成 为 外 疝 树 ? 

27， 万 是 把 图 G 的 每 条 边 用 长 的 轨 代 答 后 得 到 的 图 ， 则 

TH)=h rT(G). 

28， 有 若干 个 点 ， 各 对 点 闻 的 距离 互 不 相等 ， 从 每 个 点 到 离 
本 身 最 近 的 点 画 上 直线 段 ， 求 证 不 会 出 现 封闭 多 边 形 。 

29。 每 个 树 沸 二 分 图 ， 什 么 树 是 完全 二 分 图 ? 试 加 以 证 明 。 

30。 工 是 n(n 之 3) 项 树 ，d(7) = 2 当 且 仅 当 了 窒 天 si 

31. 证 明 或 反 驱 : 

C1 d(G) = 2， 则 G 有 生成 星 。 

《2 ) G 有 生成 星 ， 则 d(G) = 2， 

32。 连通 图 G 中 有 一 个 删 C，C 长 为 s， 且 C 上 的 边 权 皆 取 
滥 小 值 ， 则 G 中 至 少 有 * 个 不 同 的 最 优 树 ， 


3 连通 性. 
3,1 连通 性 和 Whitney 定理 


图 3.1 中 G,,G:,G,,G, 都 是 连通 图 ， 但 是 连通 的 程度 很 不 
一 样 。Gk 是 村， 珊 除 任意 一 条 边 就 不 连通 了 G, 删除 一 边 后 仍 
连通 ， 但 它 有 一 个 项 w*G, -om% 不 连通 ，G。 只 删除 一 条 边 或 一 
个 顶 后 仍 连通 ， 而 9, = 下,， 删 除 三 个 顶 或 三 条 边 都 不 能 使 其 破 
碎 。 为 精确 刻画 连通 的 程度 ， 我 们 引入 两 个 量 ， 这 连通 度 和 顶 连 
通 度 。 


Yo rr o, 6 ~ 6G. 


图 3.1 


定义 1 VCVCG)，G[V(G) ~VV/] 不 连通 ， 而 G 是 连通 
图 ， 齐 称 ”是 G 的 顶 剖 分 集 ， 最 小 项 剖 分 集中 顶 的 个 数 ， 记 成 
*(G)， 叫 做 的 连通 度 ， 规定 “(KK.) =v -1，x (不 通才 图 》 
=k 《平凡 图 ) =0。 由 一 个 项 组成 的 项 创 分 妆 叫 慨 章 顶 ， 没 有 齐 
项 的 制 叫 做 块 ，G 中 成 奖 的 航 大 于 图 町 短 的 块 . 

例如 图 3,1 中 *(G)=1i， r(G,)=1, KG =3，KCG) 
=5-1=4G, 与 G, 是 块 ，G, 中 有 两 个 三 角形 块 ，G， 中 有 四 个 
块 ， 它 们 都 是 天 : 形 的 

定义 2 下 三 E(G)，G 为 连通 图 ， 而 G - 5 〈 从 G 中 少 除 
五 中 的 边 ) 不 连通 ， 草 称 E’ 为 G 的 边 创 分 妆 ， 若 G 中 已 无 边 
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淹 分 集 三 *， 使 得 | 1 <1 5 1， 则 称 1 五 1 为 G 的 边 连 集 集 , 记 成 
Kk (G)。1E71=1 时 ，E' 中 的 边 叫 懒 桥 。 规 定 “ 《不 连 集 图 ) 
=0, Kr (K,)=0 1. 

图 3,1 中 ,x (GD)=1l GD) =2 WG)=3, (GG,) 
=5-1=4. G,,G,,G, 中 无 桥 ， 而 Q, 每 一 边 都 是 桥 、 

定义 8 x(G) 守 时 ，G 叫做 上 集 通 有 图， (G) > 时， 人 
称 为 边 集 集 图 . 

图 3.1 中 ，G, 是 1 连通 图 ， 也 是 1 边 连通 图 G， 是 1 连通 
图 ，2 边 连通 图 ， 当 然 也 是 1 边 连通 图 : G, 是 3 连通 图 ， 当然 
也 是 1 、2 连通 图 ，G, 是 3 边 连 通 图 ， 当 然 也 是 1 、2? 边 连 通 
图 ，G ,是 4 连通 图 ， 当 然 也 是 1 、2 、3 连通 图 ，G。 是 4 沈 流 
通 图 ， 当 然 也 是 1 、2 、3 边 连 通 图 . 

连通 图 ， 当 h>1 时 ， 也 是 ~1 连通 图 。 

有 边 连 通 图 ， 当 R>1 时 ， 也 是 &- 1 边 连 通 图 ， 

定理 1 “(G) rk’ (G) 6, 

证 设 d(o)=8 则 删除 与 " 关联 的 8 条 边 后 ，G 变 成 不 连 
通 图 ， 所 以 这 地 条 边 形成 一 个 边 前 分 集 ， 故 最 小 边 蛮 分 集 边 数 不 
.超过 5， 即 CG) 5。 下 证 < 。 分 情形 讨论 之 。 

若 G 中 有 桥 e=4w, 则 x/ = 1, 这 时 12 或 "是 割 项 或 G= 玉 2 
区 

若 G 中 无 桥 ， 则 有 *’ 之 2 条 边 ， 移 去 它们 之 后 ，G 变 成 不 连 
通 图 、 于 是 删除 这 k&' 条 中 的 k* 一 1 条 后 ，G 变 成 有 桥 的 图 ， 设 
此 桥 为 e= uv， 我 们 对 于 上 述 x 一 1 条 删 去 的 每 条 边 上 ， 选 取 一 
个 端点 ， 删 除 这 些 不 超过 ** ~ 1 个 ) 端点 , 若 G 变 得 不 连通 , 则 
《KW ~ 41 沙 仍 连通 ， 则 再 删 去 “ 或? ， 即 可 使 C 次 得 不 连 通 ， 
于 是 “<x' 。 证 毕 。 

定理 2 CWhitney, 1932) 。 y>>3 的 图 是 2 连通 通 的 充 要 条 
伞 是 任 二 项 共 要 《〈 在 一 个 通 上 ) 。 

证 车 任 二 顶 共 园 ， 任 删除 一 个 顶 w 后 ， 得 图 GG-w。 任 取 
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两 顶 4yvEV(G-w)，u,v 在 G 中 共存 于 某 图 C 上 ， 若 ww 不 在 C 
上 ， 则 人 -~w 中 仍 有 团 C， 即 4 与 0 在 GG-w 中 仍 连通 ， 若 w 在 
G 中 了 时 在 C 上 , 在 @G- 几 中 # 与 "在 轨 C-w 上 ， 故 + 与 ? 仍 连 
通 。 由 4 与 0 之 任意 性 ，G~w 是 连通 图 。 故 <(G) 关 2， 即 如 是 
连通 图 。 

反之 , 车 GG 是 2 连通 图 ，v 之 3， 任 取 4,v€V(G)， 用 对 
quo 的 归纳 法 证 明 4 与 "之 间 有 两 条 无 公共 内 顶 的 轨 (图 
3.2) 。 


图 3.2 


当 d(u,0)=1 时 ， 因 * 志 Kk/ 二，— 故 &' 之 2，uv 边 不 是 桥 ， 
G- uw 仍 连通 ,于 是 Gsv 中 存在 从 4 到 v 的 轨 Pi(w,v)， 这 
样 从 + 到 ”有 两 条 无 公共 内 顶 的 轨 已 (uso) 与 边 dv。 

假设 daz) <k 时 (2)， 结 论 已 成 立 ， 考 虑 d (ayp) = 的 
捕 形 。 令 P。 (go 之 长 为 可 是 忆 。(a:o) 上 与 v 相 邻 的 顶 ， 
则 dlw,w) =R- 1， 由 归纳 法 假设 ， 在 4, 册 之 间 有 两 条 无 公共 内 
顶 的 轨 P 与 Q， 因 人 G 是 2 连通 图 ， 故 G<w 仍 连通 。 在 C- zu 中 
存在 轨 已 (tb 划 六 Pu (ao， 念 zx 是 PUQ 上 P' 的 最 后 一 个 顶 。 
因 xEPUQ， 故 zx 存在 《〈 可 能 zx= ,不 妨 设 X%F (P)， 则 @ 有 
两 个 wwv 之 间 无 公共 内 顶 的 轨 : 一 个 是 P 上 从 # 到 x 段 并 在 P” 
上 从 * 到 v 段 ; 一 个 是 QQ+wv。 证 毕 ， 
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3.2 制 顶 . 桥 . 块 


市 顶 、 桥 和 块 是 一 个 图 中 的 关键 部 位 ， 对 其 特征 要 有 较为 全 
独 的 认识 。 

定理 3 v 是 连通 图 的 一 个 项 点， 刻下 述 命题 等 价 ， 

《1) " 黔 训 项 。 

(2》 存 在 与 + 不 同 的 两 个 顶 4,w, 使 得 v 在 每 一 条 由 4 到 
的 软 上 . 

(3) 存在 三 -{al 的 一 个 划分 PF 一 iv}=UUW，UNW 
= 多， 使 御 YukU，YwsV,v 在 每 一 条 由 4 到 ww 的 圈 上 。 

证 (1) > (83) ” 因 v 是 制 顶 ， 6G~v 不 连通 ， 至少 两 个 
连通 片 ， 设 U 是 一 个 连通 片 的 顶 集 ， 令 WV = 六 (9) - (UU {29))。 
于 是 任意 二 顶 4,w (wnEU ,wt 了 Vy) 分 别 属于 G~v 的 不 同 的 连通 片 。 
这 时 @G 中 从 4 到 ww 的 一 切 胃 含 0 不 然 ， 车 G 中 的 轨 了 (4,w) 不 含 
v， 在 G-v 中 仍 有 了 (tu,w)， 与 4 分 属于 不 同 的 连通 片 矛 盾 。 

《3) 之 (2) ”不足 道 ， (2). 只 是 《3) 的 特殊 情形 。 “ 
《2 过 (1) 车 vz 在 4 到 wv 的 每 一 条 轨 上 , 则 G-o 中 已 

不 存在 从 4 到 ww 的 轨 ，G 一 v 不 连通 ， 放 0 为 G 的 割 项， 证 毕 。 

定理 4 x 是 G 的 一 边 ，G 是 连通 胃 ， 岂 下 述 各 命题 等 价 ， 

《TD x 是 G 的 桥 。 
《2》 x 不 在 G 的 任 一 网上 . 
(3) 存在 项 so6F7(G)， 使 得 x 在 每 一 个 从 “到 "的 轨 上 ， 
《4) 存在 矿 (G) 的 划分 忌 与 友 ， 使 得 任 二 项 xm,2EU， 

WV 时， x 在 每 条 从 4 到 过 的 软 上 。 

证 (1) 之 (2) 设 x 是 桥 , 车 x 在 G 的 一 个 图 C 上 , 则 G 一 x 
奶 连 通 ， 这 是 不 可 能 的 。 

《2) 之 《1) x 不 在 任何 国 上 ， 若 x 不 是 桥 , 则 G-* 仍 连 
通 , G~x 中 x 的 两 个 端点 间 有 轨 了 ， 于 是 在 G 中 卫 与 x 并 成 一 
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个 压 ， 与 < 不 在 鹤 上 泌 盾 ， 故 x 是 桥 。 

(1) 之 (4) ”x* 是 桥 ， 则 GG-x 不 连通 , 设 U 是 G-~x 的 
一 个 连通 片 的 顶 集 ， 丈 是 G-x 中 其 它 顶 所 成 之 集合 ， 于 是 任 二 
顶 4,ww(wEU, 碍 SIV) 分 属于 GG 一 x 的 两 个 连通 片 . 在 G 中 ， 从“ 
到 w 的 一 切 轨 此 含 *， 不 然 ， 若 G 中 之 轨 卫 (uw,w) 不 含 xy 
在 G-x 巾 仿 有 PCw,w), 与 4, 迪 分 属 G-* 的 两 个 连通 片 
相 违 。 

《4) => (3) 不 足 道 。 

《3) 之 《〈1) 因为 x 在 每 条 从 4 到 "的 轨 上 , 故 G-xz 中 ， 
妈 与 v 之 间 不 存在 轨 ， 即 x 是 枚 。 证 毕 。 

定理 5 “6 连通 ，" 关 3， 则 下 列 命题 等 价 ， 

《1 G 是 块 

《2) G 的 任 二 项 共 图 。 

《3) G 的 任 一 项 与 任 一 边 共 冉 。 

《4) G 的 任 二 边 共 疼 ， 

《5) 任 给 G 的 二 项 及 一 边 ， 存 在 连接 此 二 项 含 此 边 之 轨 ， 

(6) 对 GG 的 三 个 不 同 的 项 ， 存 在 一 轨 ， 连 接 其 中 商 个 项 ， 
含 第 三 个 项 . 

《7)》 对 G 的 三 个 不 同 的 项 ， 存 在 一 轨 ， 连 接 其 中 商 个 项 ， 
不 食 第 三 个 项 . 

证 (1) 令 〈2》 见 定理 2。 

《2) 二 《3) 只 需 考 虑 4 为 G 的 任 给 的 一 个 顶 ,，vw 是 G 中 
任 给 定 的 一 条 边 , 且 4 冯 v,4 关 w 的 情形 。 设 C 是 含 x 与 2 的 转 ， 
着 w 在 C 上 ， 则 C 上 含 4 的 轨 了 (2,w) 与 边 vw 形 成 一 个 用 ， 它 
含 # 及 边 vw。 若 w 不 在 C 上 ， 因 vw 不 是 制 顶 ， 出 定理 3 ,存在 不 
含 v 的 轨 Plwsw)。 令 凡是 Po 与 C 从 z 沿 Puw, 妇 看 来 的 
第 一 个 公共 顶 ， 则 由 边 vw,P(w,w) 上 w 到 ww 段 ， 以 及 C 上 含 x 
的 轨 已 (wu’,v) 并 成 一 个 图 ， 此 轿 满 足 (3) 的 要 求 。 

(3) 之 (4) 与 (2) 之 (3) 类 似 地 证 明 。 
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(4) 之 上 6) 已 知 任 二 边 共 器 ， 设 4,0 是 G 上 任 给 定 的 两 
个 项，* 是 任 给 定 的 一 条 边 ， 只 考虑 * 与 4,z 此 不 相关 联 的 情 
形 ,， 由 任 二 边 共 山 显然 有 任 二 顶 共 圆 ， 于 是 由 于 〈2) 之 《3) 知 
2 与 x 共 贺 ， 设 此 贺 是 C, 同 理 "与 x 共 图 ， 设 训 回 是 C:, 若 w 
EC: 或 aEC:， 则 (5) 成 立 ! 若 #EC;,， 且 veC,， 则 如 下 物 作 售 
% 之 轨 卫 Cw,v)， 从 4 出 发 沿 Ci 到 达 C, 与 C, 上 第 一 个 公共 顶 
w， 再 从 w 出 发 沿 C， 含 * 的 部 分 到 达 v ， 

(5》 字 (6) 设 4,0,w 是 G 的 二 个 项 ， 且 与 w 相 关联 的 一 
条 边 为 *， 由 《5》， 存 在 轨 Pw,v)，x 在 P(u,v) 上 ， 于 是 
在 P(w,v) 上 . 

《6)》 之 (7) to,wEV(G)， 由 (6) ， 存在 轨 已 (tym)， 
Pusw) 含 顶 z, 则 了 (uyw) 的 从 4 到 v 的 一 段 不 含 w 。 

(7) 之 (1) 由 (7) ， 对 任 给 定 的 二 顶 4 与 ， 不 存在 这 
样 的 项 ， 它 在 从 4 到 v 的 每 一 轨 上 ， 由 定理 3，G 无 制 顶 ， 故 
G 是 块 .证 毕 、 


3.3 ”可靠 通 讯 网 的 构 作 


我 们 要 构 作 一 个 有 线 通 讯 网 ， 使 得 敌人 省 坏 我 儿 个 通讯 站 
后 ， 其 余 的 通讯 站 仍然 可 以 彼此 通话 。 显 然 ， 有 两 个 要 求 是 必要 
的 一 是 不 怕 被 歼 人 炸 坏 的 站 的 数目 要 多 ， 一 是 整个 造价 要 小 。 
这 个 实际 问题 的 数学 模型 如 下 。 

G 是 加 权 连 通 图 ,& 是 给 定 的 自然 数 , 求 G 的 有 最 小 权 的 有 连 
通 生 成 子 图 . 当 &= 1 村, 它 就 是 用 Kruskal 算法 求 得 的 生成 树 ; 
当 >1 时 ， 是 尚未 解决 的 难 解 问题 之 一 . 

当 G= 天 ,， 每 边 权 彰 为] 时 ,Harary 于 1962 年 解决 了 这 一 
问题 。 下 面 介绍 Harary 的 工作 。 

令 fm 表示 了 个 顶 的 四 连通 图 当中 边 数 的 最 小 值 ym<cn。 
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由 呈 d(WD =2e ,rE 6, 


ve7io 
fm 村 上] 


Harary 实际 构 作出 一 个 4 个 顶 的 mm 连通 图 ， 它 的 沁 数 怡 为 


和 于 条 ， 且 fm = 人 全 此 图 记 成 HH 


(1) m 是 偶数 ,m=27r. 态 ,,,, 以 {0,1,2,…n 一 1} 为 硕 集合 ， 
当 i-rej<itr 时 ， 在 顶点 1 与 i 之 间 连 一 边 , 这 盟 加 法 在 
mod nm 意义 下 进行 。 

(2) m 是 奇数 ，m = 2r +:,n 是 偶数 。 先 构 作 一 个 日,,.，， 


然后 对 1<i< 了 的 i， 在 i 与 + 了 交加 上 一 条 边 得 了 ,1，.。。 


(3 ) mw 是 奇数 ，m=2r+1,， rn 是 河 数 , 先 艾 作 末 ,,.， 
然后 在 顶点 0 与 “了 +，0 与 < 于 之 同 加 上 边 ， 在 顶 ;与 ; + 内 


Ni 


加 上 边 ,其 中 1<i < 二 +, 则 得 到 厅 ,, ,1,, 见 图 3,3。(@) 是 ,4s 


2 
《b) 是 万 ,,,，(0) 是 HH,.,。 
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证 m=2r 时, 我们 来 证 明 电 ;,,。， 设 有 少 于 2r 个 顶 组 成 的 
巴 剖 分 集 。 车 六 是 一 个 顶 剖 分 集 ， 且 [VY'|<2r， 又 设 i 与 了 两 
个 顶 分 别 属于 态 , ,,, 一 VV 的 不 同 连 通 片 ， 令 
S={i,itl,,}—1,7}, 
T={j7+1, ,i 1,1), 
其 中 加 法 在 mod n 下 执行 因为 F771i<2r, 不 失 一 般 性 ， 设 
iY’N SI1<r， 则 显然 存在 S ~ 中 的 序列 ， 从 i 始 至 7 终 ， 
使 得 序列 中 连续 二 顶 导 码 之 差 的 绝对 值 最 大 是 Y。 但 这 样 的 序 列 
中 相 邻 顶 之 间 由 (1 ) 知 存在 边 ， 即 在 如 :一 赤 中 有 轨 PCE 有 > 
与 i,j 分 居于 如 ,,,。 一 YY/ 的 两 个 连通 片 中 相 矛 慎 ， 故 召 :，,。 是 
2r 连通 的 。 
相似 地 可 以 证 明 m=2r+1 时 ,及 ,, ,1,. 是 2++1 连通 的 。 
由 于 


fimsn) >{ } se(H,,) -| 至 | 


而 五。,. 是 " 顶 m 连 通 图 ， 故 有 
itd 
fms<[2 小 


， ElH...) = 了 (yn) =- 人}. 


证 毕 。 > - 
由 于 <“'， 故 吾 -,。 也 是 由 边 连通 图 若 用 g(m， 切 表示 于 
个 顶 由 边 连通 图 中 的 最 少 边 数 ， 则 对 于 1<w<m g(m， 共 


mt 
“二 让 
图 的 连通 性 是 实际 问题 与 理论 问题 当中 都 十 分 关心 的 重要 概 


念 之 一 。 后面 我 们 还 要 讲 有 商 图 的 连通 性 并 给 出 求 x 与 <’ 的 有 
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效 算法 和 连通 性 的 Menger 型 定理 本章 要 求 我 们 掌握 与 w 的 
定义 ，R 连通 与 & 边 连通 图 的 定义 ， 以 及 割 顶 、 桥 、 块 的 特征 。 
关于 割 项 、 桥 、 块 的 有 效 算法 ， 我 们 后 面 有 机 会 学 习 。 


习 醒 
1 ，G 是 & 边 连通 图 ，E' 是 G 的 有 条 边 的 集合 ， 则 w(G 
-EF')<2. 
2 。 给 出 一 个 连通 图 G 及 G 的 个 顶 的 集合 V' ,使 得 w(C 
-—V)>2. 
3 。G 是 单 图 ，5 守 7y 一 2， 则 x(G) = 8。 
4 。 找 一 个 单 图 G， 满 足 S=y 一 3K(G)<5。 


5 。G 是 单 图 ,8 之 2， 则 «(G) = 3. 


6 。G 是 单 图 。 5> 款 +-2， 则 G 是 4 连通 的 。 


7 。K《 族 怪 ) = «/ (妖怪 》。 

8 . 若 1<<m<n， 则 存在 单 图 ， 满足 k=1, rk’ =m，6 =1。 

9 .C 为 2 边 连通 图 的 充 要 条 件 是 任 二 顶 之 间 至 少 有 两 条 无 
公共 边 的 轨 相 连通 。 

10。 卫 是 2 连通 图 中 4 与 v 两 顶 之 疗 的 轨 ， 是 否 一 定 有 另 一 
条 与 P 光 公共 内 顶 的 轨 P, (u,v0)? 

11。 著 G 不 合 偶 图 和 孤立 顶 ， 则 G 的 块 或 是 到 ,或 是 奇 图 。 

12。 一 个 不 是 块 的 连通 图 中 至 少 存在 两 个 块 ， 它 们 仅 含 G 的 
一 个 审 顶 。 

13。b(v) 表示 G 中 含 顶 v 的 块 的 数目 ， 则 G 的 块 数 为 w 


+ 工 0(o-D。 


eEyte) 
14。@ 是 2 连通 图 ， 元 与 了 是 和 由 不 相交 子 集 , 且 每 个 之 中 
至 少 全 两 个 顶 ， 则 C 中 含 两 条 无 公共 内 顶 的 轨 ?与 C， 使 得 : 
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(DP 与 之 起 点 颖 属于 义 ，(2 ) 了 与 0 之 终点 几 属 于 Y， (3) 
卫 与 0 的 内 点 骨 不 属于 竺 UY。 
15。yYeEE(G)， 则 k(G-e)<rx(G)， 则 称 G 是 “临界 图 . 
《a) 每 个 «临界 2 连通 图 有 一 个 二 次 顶 。 
(6) G 是 * 临界 2 连通 图 ， Y 之 4， 则 e 所 22 ~ 4。 
16。 鳌 ,+ 是 2r+l 连通 图 . 
17, x(H, ,) = k (H,,,) =m, 
18。 树 T. 上 0 是 割 顶 ， 则 d(z) >1。 
19。 只 有 两 个 项 不 是 割 顶 的 连通 图 是 轨 ，。 
20。G 两 每 顶 皆 偶 次 ， 则 GG 中 无 桥 。 
21。G 是 & 次 正则 2 分 图 ， >2， 则 G 无 桥 。 
22。G 是 连通 图 ，>>>3。 
(a) 著 G 有 桥 ， 则 3vEV(G)， 使 得 w(G~0)>>o(G)。 
(5》(a) 之 逆 未 必 正 确 。 
23, 画 出 Hi,s， 2,4， 
24。G! 是 G 的 实 于 图 ，G 连通 ， 则 3eEE(G)，eEE(G')， 
但 e 的 一 端 在 G' 上 . 
25。 三 次 正则 图 有 一 个 割 顶 ， 当 生 仅 当 它 有 一 条 桥 。 
26。 证 明 ， 有 桥 三 次 正则 图 至 少 10 个 顶 。 
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4 可 行 遍 性 
4.1 Euler 图 


本 节 把 七 桥 问题 引出 的 图 论 问题 系统 地 讲 一 讲 . 

定义 1 国 中 含 每 一 条 边 的 行 迹 叫 做 Enler 行 乏 : 闭 的 Euler 
行 连 叫做 Eualer 图 路 ， 含 他 nler 回路 的 团 叫 做 下 tier 图 

直观 地 讲 ， 欧 拉 图 就 是 从 一 顶 出 发 每 条 演 恰 通过 一 次 又 能 加 
到 出 发 顶点 的 那 种 图 ， 即 不 重复 地 行 遍 所 有 的 边 再 加 到 出 发 点 。 

面 给 出 Euler 图 的 特征 性 描述 。 

定理 1 G 是 迹 通 图 时 ， 下 面 三 个 命 图 等 价 : 

(D G 是 Euler 力 。 

(2) C 的 每 项 若 但 次 . 


a 
《8) G = UU Ci,C, 是 国 ,， 且 ECCODNEC)) = Gi#7) 
1 


证 (1) 全 《2) 已 知 G 是 了 Euler 图 , 设 矿 是 G 中 的 Ealer 
回路 ，YzcF(G)， 则 " 必 在 矿 上 出 现 . 设 " 出 现 了 上 次 ， 则 
显然 d(v) = 2k， 即 v 是 偶 次 的 。 由 < 之 任意 性 ，《2 )》 成 立 。 

《2) 之 (3) 已 知 G 是 每 顶 久 侦 次 的 连通 图 ， 而 非 平 凡 树 
至 少 两 个 时 ， 故 G 不 是 树 ，G 内 可 以 找到 一 个 图 C,， 把 C: 上 的 
边 从 G 上 删除 ， 得 新 图 G,， 车 G, 每 项 颖 零 次 , 则 G=C,， 
《3 ) 成 立 ， 不 然 ，G, 中 必 有 一 个 连通 片 每 项 皆 偶 次 ， 于 是 G， 
中 有 圈 C.， 把 C, 的 边 从 G, 中 删除 ， 得 一 新 图 Gi4 依 此 类 推 ， 


4 
进行 有 限 次 之 后 ， 得 到 无 边 图 G,。 于 是 ，G= CC, 是 G 中 
i 
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之 立 ， 且 B(CD) NE(C) = 2, itj, 1<i, cq, 

(3) 之 (1》 d=1 时 ，G 显然 是 Eal; 图 ，dz>2 时 ,由 
于 G 连通 ， 可 以 找到 两 个 图 ， 不 妨 设 其 为 C1,t.,C, ,Cs 有 公共 
顶 vo 令 C1s=CiUCs， 则 C,: 是 闭 行 迹 , 又 BG 连通 ， 还 
可 找到 一 个 圈 ， 不 芒 设 为 C,. 使 C, 与 C,: 有 公共 珠 于 是 


3 
Cs = J Ci 也 是 闭 行 迹 。 如 此 下 去 ， 得 证 G= LU C, 是 闭 行 
i 


了 一 了 

迹 ， 故 G 是 Euler 图 , 证 毕 。 

定理 2 ”连通 图 G 中 有 Ecoler 行 这 的 充 要 条 件 是 C 中 亚 多 
有 有 商 个 奇 次 项 - 

证 ” 设 过 通 图 有 了 uler 行 迹 ， 若 是 闭 行 迹 ， 则 G 是 Euler 
图 ， 由 定理 1， G 中 无 奇 次 顶 。 若 不 是 闭 行 迹 ， 设 se 与 v。 是 此 
行 迹 的 起 止 项 ， 洗 虚 G+usv。， 它 有 闭 行 迹 ， 是 Euler 图 每 
顶 甸 侦 次 ， 故 G 中 只 有 weyz。 两 个 奇 次 项， 

反之 ， 若 GG 中 无 奇 次 顶 ， 由 定理 1, 它 是 Euler 图 ， 有 闭 
的 Euler 行 迹 。 若 有 奇 次 顶 ， 至 多 不 超过 两 个 疝 次 顶 ， 由 于 奇 
次 项 个 数 是 偶数 ， 所 以 恰 有 两 个 奇 次 顶 ， 设 它们 是 useyz。， 由 于 
G+aop* 是 每 顶 此 偶 的 连通 图 ， 由 定理 1，G+uov, 是 Euler 
和 属 ， 有 Euler 回路 C， 于 是 C-uovo 即 G 中 的 Euler 行 迹 。 
证 毕 . 

定理 2 为 判别 图 形 能 否 一 笔画 给 出 了 依据 ， 

例 1 下 图 中 ， 哪 个 可 以 “一 笔 游 ”? 


【ao) (9 {ec) 


解 (a) 与 (c) 可 以 ， 人 区) 不 可 。 因 为 (4) 中 只 两 个 奇 次 项 ， 竖 
化 的 两 个 端点 ; 《〈c) 中 只 两 个 奇 次 项， 中间 小 正方 形 上 的 两 个 五 
次 顶 。 ( 纪 中 上 方 三 角形 一 个 顶点 和 下 方 矩形 的 下 底 边 的 两 个 项 
点 为 三 个 奇 次 顶 ， 另 外 最 上 方 还 有 一 个 一 次 项 。 

例 2 七 桥 问题 . 

解 见 图 1.1(0)》， 图 中 有 裔 次 顶 ， 所 以 不 是 Euler 图 ， 不 
会 有 Euler 回路 ， 即 林 会 每 桥 〈 边 ) 恰 行 过 一 次 重 回 到 出 发 点 ， 
更 有 甚 者 ， 因 它 的 四 个 顶 毕 奇 次 ， 由 定理 2， 它 亦 无 Eualer 行 
迹 ， 既 使 不 要 求 同 到 出 发 点 ， 每 桥 恰 过 一 次 迹 不 可 能 。 

例 3 在 加 上 任 取 ”>2 个 点 ， 把 每 个 点 用 线段 与 其 余 各 三 
连接 ， 能 否 一 笔画 出 所 有 这 些 线段 ， 使 第 一 条 线段 的 终点 与 第 二 
条 线段 的 起 点 想 重 ， 第 二 条 线段 的 终点 与 第 三 条 线段 的 起 点 相 
重 ，…， 最 后 一 条 线段 的 终点 与 最 初 那 条 线段 的 起 点 相 重合 ? 

解 ”以 这 ”个 点 为 顶点 ， 以 所 省 线段 为 边 ， 构 成 一 个 连通 
词 ， 当 +# 为 奇数 时 ，G 的 每 顶 独 侦 次 ， 由 定理 1， 本题 答案 是 肯 
定 的 ， 当 +# 为 偶数 时 ，G 的 每 顶 皆 奇 次 ， 由 定理 1 ， 本 题 的 答案 
是 否定 的 . 


4.2 中 国 邮 路 问题 


一 位 邮递 员 从 邮局 选 好 邮件 去 投递 ,然后 回 到 邮局 .当然 他 必 
须 经 过 他 所 管辖 的 每 条 街 至 少 一 次 。 请 为 他 选择 一 条 路 线 ， 使 其 
所 行路 程 尽 可 能 地 少 . 

这 就 是 中 国 邮 路 问题 的 原始 模型 ， 是 我 国 的 管 梅 谷 教授 普 先 
提出 并 进行 研究 的 。 

中 国 邮 路 问题 在 于 在 连通 加 权 图 上 求 取 含有 一 切 边 的 权 最 小 
的 园 路 ， 我 们 称 这 种 回路 为 理想 回 路 ， 亚 然 ， 在 Euler 图 中 ，} 
每 个 Euler 回路 都 是 理想 回路 。 

下 而 介绍 求 Euler 图 中 Euler 回路 的 Fleury 算 法 。 
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Fleury 算法 ， 
(1) YookV(G), 令 玉 ,=v,。 
(2 》 设 行 迹 了 1 =v。e190162…e iv; 书 选 定 ， 则 从 E 一 {ey 
eyeij 中 选取 一 条 边 ei+:， 使 得 
(人 Del: 与 e+ 相 邻 ， 
《ii 除非 已 无 选择 余地 ，e +: 不 要 选 G,=G-{eye 休 
的 桥 。 
〈3 》 直到 《2 》 不 能 进行 为 止 。 
讽 4 求 图 4.2 中 的 Euler 回路 。 
“和解 ” 取 友 ,= ao， 玩 , = useiyi， 这 时 与 e, 相 邻 的 未 取 用 的 
边 只 有 e:， 尽 管 e, 是 G-e: 中 的 桥 ， 但 已 无 其 它 选 择 的 余地 ， 
故 只 有 取 


WW,= ve0 eV:, 
至 嘴 ， 玉 ,不 可 选 为 v.610i830166v4， 因 为 6; 是 G- {erse:} 的 
桥 ， 而 这 时 并 非 无 其 它 选择 的 余地 ， 例 如 可 以 不 选 ee 而 选 ,或 . 
2。， 所 以 可 以 取 


Hy=Ue10C UC U3, 
继续 执行 Fleury 算法 ， 得 
W, =UE1V1E VC UC Us, 


LA A 


轩 


区 mn 


We=UEVIC VE UE UE E V0 


玩 , 即 为 Euler 回路 。 

定理 3 车 G 是 Euler 图 ，Fleury 算法 终止 时 得 到 的 是 
Euler 玛 路 。 

证 G 是 Euler 图 瑟 ,=voeiv16s…erv, 是 Fleury 算 法 
终止 时 得 到 的 行 迹 ， 则 "。 在 @G, 中 的 次 数 是 9。 故 v。=vs， 钞 、 
是 闭 行 迹 。 

若 丈 。 不 是 Euler 回路 ， 令 SS 是 G. 中 有 正 次 数 的 顶 集 ， 则 
S 了 好 。 但 ug ， 令 3= 太 -SS， 则 6E5。 令 加 是 askS 而 v.16 
5 的 ”的 脚 标的 最 大 值 ， 因 于 ,终止 于 5，e:: 是 Go。 的 桥 《 图 
4.3) 。 今 。 是 Gs 中 与 v0 关联 的 一 边 ， 目 e 关 eis， 由 算法 第 
二 步 ，e 必 为 G。 的 桥 , 因此 。 也 是 GLSI 的 桥 。 又 GsCSI 
= Gu.[S]， 故 Go。[S] 中 每 顶 尼 偶 次 ,G。[S] 无 桥 , 与 是 G-[S] 
的 桥 率 盾 。 证 毕 。 

车 G 不 是 Euier 图 任何 理 想 回 路 通过 某 些 边 多 于 1 次 ， 
例如 图 4.4 中 xuywvzwyxuwuxz yx 是 理想 回路 ， 边 ux，xy，， 
7 和 wv 上 通过 了 两 次 。 


图 .4 
把 边 。 的 两 端 间 再 连 上 一 条 反 亦 为 w(e) 的 新 边 ， 则 称 新 边 
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为 原来 那 条 边 的 局 边 .ux,xy》 yw,wv 都 有 倍 边 ， 一 般 中 国 邮 路 
何 题 的 数学 模型 是 : 
(i) 用 倍 边 法 由 G 得 到 G* 图 , 使 G* 是 Enler 图 且 
Dwle) =min, 
eE (E (OG*)—E (0)) 
(iD 在 G* 中 找到 Euler 回路 ， 
上 上 述 问 题 已 由 Edmonds 和 Johnson 于 1973 年 解决 . 


4.3 Hamilton 图 


1859 年 ， 数 学 家 Hamilton 发 明了 一 种 周游 世界 的 游戏 ， 拒 
一 个 12 面体 的 20 个 顶点 分 别 标 上 北京 、 宗 京 、 华 不 顿 等 20 个 大 
都 市 的 和 名字， 要 求 玩 的 人 从 某 城 出 发 ， 沿 着 12 面体 的 棱 通 过 每 
一 城市 怡 一 次 ， 再 回 到 出 发 的 那个 城市 。 这 种 游戏 在 欧州 曾 风 峙 ， 
一 时 ，Hamilton 以 25 个 念 币 的 高 价 把 该 项 专利 卖 给 了 一 个 玩具 
高 〈 儿 4.5) 。 


《人 《站 
放 4.5. 
用 图 论 的 语言 来 讲 ， 这 个 游戏 是 让 人 在 十 二 面体 图 上 找 出 生 
成 图 。 
” 定义 2 含 图 的 一 切 顶 的 执 叫 Hamilton 教 ， 闭 的 Hamilton 
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盘 叫 做 Hamilton 园 ， 有 Hamilton 辆 的 国 叫 做 Hamiiton 图 . 

例 5 共 ,C 关 3》 是 Hamilton 图 .而 ”= Odd 的 二 分 图 不 是 
Hamilton 图 ， 因 为 二 分 图 中 无 奇 图 ,图 4.6 中 的 图 号 称 Herschel 
图 ， 和 er schel 图 是 11 个 顶 的 二 分 图 ,所 以 它 不 是 Hamilton 图 。 

下 面 探讨 日 amilton 图 的 性 质 。 和 Evler 图 不 一 样 ，Hami- 

lton 图 的 充 要 条 件 〈 象 样 的 ) 至 今 尚 未 建立 起 来 ， 只 是 分 别 地 
给 了 一 些 充分 条 件 ， 另 外 给 了 一 些 必 要 条 件 ， 用 这 些 条 件 来 判定 
任意 给 定 的 图 是 否 是 Hamilton 图 ， 只 能 在 个 别 情 形 之 下 才能 
见效 。 

定理 4 _G 是 Hamilton 转 ， 

VSc 玉 。Ssg， 则 o(G 

-5S)<ISI. 

证 设 C 是 Hamilton 
图 ， 则 Yy SCV,SJY， 有 

oC-S)<Isl, 图 4.6 
又 C-5S 是 G-S 的 生成 子 图 ， 故 

oG-S)<oC-5S)s<15|. 
-证 毕 。 
例 6 图 4.7 中 的 图 是 否 Hamilton 图 ? 


解 不 是 三 个 “ 黑 顶 ”删除 后 ， 得 四 个 连通 片 ,由 定理 4 
它 不 是 Hamilton 图 。 

注意 定理 4 之 逆 不 真 ， 例 如 图 4.8 中 的 Petersen 图 (是 个 
最 小 的 妖怪 图 ) ， 它 不 是 Hamilton 图 , 但 G~-v (yvEV(G))》 
则 是 Hamilton 图 ， 可 见 Petersen 图 满足 YScV(G)，S2， 
则 oCG-S)y<|S|. 

定理 5 (Ore，1960) G 是 v 守 3 的 图 , 且 Yu,v€EVV(G)， 
du) +d(v) 宕 v 一 J]， 革 G 中 有 Hamilton 加， 车 df +d (v) 守 
v， 则 G 是 Hamiiton 图 。 

证 首先 证 明 ， 当 Yu,vEV (GG)，d(w) +d(v) 2 一 1 时 ，C 
是 连通 图 。 事实 上 ， 若 GG 不 连通 ， 有 @ 之 2 个 连通 片 G, ,Gs ,> 
GG. YEG, 有 di) <y (GD -1, Yu EG 有 d (4.) < 
v(G4) -1， 于 是 dn) +dta)<7(G) + (G,) -2<v-2， 与 
“dm) +d(w,) 之 vy 一 1 矛盾。 

车 YayoE(G)，d(D +d(v) > 1， 而 G 中 无 Hamilton 
雪 ， 令 Pbiri) 是 G 的 最 长 轨 ， 其 长 为 1<v-1， 则 v, 与 
virz 的 相关 联 的 边 的 另 一 个 端点 必 为 了 (v1,0441) 上 的 内 顶 。 设 
卫 上 的 顶 依次 为 01505590，, 0544， 其 由 如 1504.9014 与 01 楷 
邻 ， 而 vi-150is-19…sV44-1 都 不 与 v141 相 邻 ， 则 dlv,) = 
d (2141) 所 1 一 和 这 样 ，d v1) +d (v441) SI<v 一 1 与 定理 条 件 
不 符 ， 故 G 中 出 现 图 4.9 的 结构 ， 即 有 一 个 长 1+1 的 图 C. 又 


图 4.9 


瑞 P(oiyoi:) 上 的 顶 的 个 数 1+ 1<y， 故 存在 wk (G)，z 不 
在 了 (vi,vVi41) 上 。 册 人 G 的 连通 性 ， 存 在 轨 P; (ww)， 设 沁 , 是 
从 名 起 Pi (wsv1) 上 第 一 个 在 C 上 的 顶 ， 这 样 有 一 条 轨 起 点 在 
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Ww， 终点 在 C 上 的 比 卫 (v,,v141》 更 长 的 轨 ， 它 是 由 耻 ; (w,v1) 
上 从 z 到 ws 段 及 C 上 由 开始 的 长 1 的 轨 并 成 的 。 至 此 得 到 
Ex 

定理 的 后 半 部 分 显然 成 
立 ， 因 为 G 中 有 最 长 轨 ， 长 
vy-1， 于 是 与 上 面 证 明 同 
理 ， 在 此 长 -1 的 轨 上 出 
现 图 4.9 式 的 结构 ， 即 有 一 
个 长 > 的 圈 ， 证 毕 ， 

值得 注意 的 是 ， 这 个 定 
理 之 道 不 真 ， 例 如 G 是 一 个 

5 阶 图 ，Yyu,veG,d (w) + ， 
do) =4<5= 定理 5 的 
条 件 不 满足 ， 但 G 仍然 是 
Hamilton 图 ， 

例 7 图 4.10 是 例 6 中 图 4.7 稍 加 改变 后 得 到 的 , 它 是 Ha- 
milton 图 ，Hamilton 图 是 1234567891, 但 d (3)}+ 
(5) =6<9=y。 这 种 Hamilton 图 不 能 用 Ore 定理 来 关 定 。 

例 8 若 围 圆桌 至 少 坐 着 五 个 人 ， 那 么 一 定 可 以 亩 整 他 们 的 
座位 ， 使 得 每 个 人 两 侧 都 挨 着 新 邻居 

证 车 恰好 是 五 个 人 ， 设 原来 点 次 是 4BCDEA， 可 以 调 成 
ADBECA. 

若 超过 了 五 个 人 ， 以 人 为 顶 ， 仅 当 两 人 原来 不 邻 座 时 ， 在 此 
相应 的 二 顶 之 间 连 一 条 边 ， 得 一 个 图 G ,由 于 每 个 顶 都 是 7 (G)| 
~3 次 的 ， 于 是 任 二 项 次 数 之 和 为 22~6， 又 >>>5， 故 2 一 6 之 
yy， 由 定理 5，G 是 Hamiiton 图 ， 按 G 的 Hamilton 图 的 次 序 请 
各 位 入 席 即 可 .证 毕 。 

例 9 一 个 有 限 集合 的 全 部 子 集 可 以 这 样 排序 ， 使 任何 相 邻 
的 集合 相差 一 个 元 素 。 
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证 设 此 集合 为 4，|4 =m 我 们 把 4 的 每 个 子 集 用 有 序 
的 个 0-1 数码 来 表示 ， 不 芒 设 4= {1;2,3，…*9j， 一 个 子 集中 
含有 i 时 ， 在 第 ; 位 上 写 1 ， 否 则 在 第 i 值 上 写 0 。 全 部 子 集 共 
计 2" 个 ， 以 这 2" 个 子 集 相应 的 * 个 分 量 的 0-1 编码 为 硕 ， 仅 
当 两 个 编码 仅 有 一 个 同位 数码 相 异 时 ， 在 此 二 顶 之 间 连 一 边 ， 得 - 
到 一 个 图 ， 此 图 是 * 纵 立方 体 。* 维 立 方 体 是 由 两 个 n-1 维 立 
方 体 之 间 顶 标 一 致 的 两 个 顶 加 上 边 构 成 的 ， 于 是 用 数学 归纳 法 极 
易 江 明 例 9。 证 毕 

(图 4.11 和 图 4.12， 实 线 表 示 Hamilton 图 〉.， 

000 100 下 面 研 究 棋盘 上 的 所 谓 马 图 . 我 
们 把 下 面 的 图 叫做 “ 马 图 ”以 方 格 
棋盘 上 的 小 方 格 为 顶 ， 当 且 仅 当 一 格 - 


‘10 能 以 马 的 一 步 跳 到 另 一 格 时 ， 此 二 格 
1 jo 1601 所 代表 的 顶 之 问 连 一 边 。 
| / 例 10 4 x 4 的 模 各 上 的 马 图 
/| 4 是 否 Hamilton 图 ? 即 马 从 任 一 方 格 
on ul 出 发 ， 每 个 格 恰 距 到 一 次 ， 再 回 到 出 : 
图 《于 发 的 那个 方 格 ， 是 否 可 能 ? 


1119 1H1 


图 4o12 


解 兄 图 4.13，4 个 上 号 顶 形 成 一 个 4 阶 圈 ;4 个 了 号 顶 形 成 . 
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一 个 4 阶 图 ;4 个 4 号 顶 是 2 次 项， 每 个 a 顶 仅 与 两 个 5 项 租 邻 。 
于 是 把 四 个 5 顶 删 除 后 ， 得 六 个 连通 片 ， 一 个 号 4 阶 立 ,一 个 
d 号 4 阶 图 ， 四 个 孤立 顶 a， 而 原来 的 马 图 是 连通 的 ， 每 个 6 与 
一 个 c 一 个 d 相 邻 ， 而 每 个 a 项 与 两 个 5 顶 粗 邻 。 由 定理 4 知 ， 
4 x 4 的 马 图 不 是 Hamilton 图 ， 即 马 从 任何 方 格 出 发 也 不 能 每 
格 恰 跳 到 一 次 又 回 到 出 发 的 方 格 。 


例 11 对 5 x5 的 马 图 讨论 例 10 中 的 问题 

解 ” 见 图 4.14， 因 为 图 上 的 4 号 顶 是 2 次 的 ,它们 已 经 在 一 
个 8 阶 融 上 ,所 以 这 4 个 a 顶 不 会 与 其 余 的 21 个 顶 形成 Hamiiton 
图 G 不 是 Hamilton 图 ， 从 而 答案 是 否定 的 。 

例 12 8 x 8 的 棋盘 上 的 马 图 是 Hamilton 图 ， 即 在 国际 
象棋 棋盘 上 马 可 以 从 任何 一 个 方 格 既 到 每 个 方 格 恰 一 次 再 回 到 出 
发 的 方 格 。 一 种 解 ， 即 一 个 Hamilton 图 如 图 4,15 所 示 ， 

这 是 一 个 幻 方 ， 每 行 与 每 列 之 和 皆 为 260。 

下 面 介绍 Bondy 与 Chvatal 1974 年 建立 的 闲 包 判别 法 。 

定理 6 * 与 是 G 的 两 个 不 想 邻 的 项, 县 d(w) +d(v) 二 > 
则 G 为 Hamilton 图 的 充 图 条 忻 是 G+wuv 是 Hamilton 图 。 

证 G 为 Hamilton 图 G+wuv 显 然 也 是 Hamilton 图. 反 
之 , 若 G+uv 是 Hamilton 图 ， 而 G 不 是 Hamilton 图， 这 时 但 
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中 有 Hamilton 轨 v.v,2,"…v。， 其 中 v=w，v, =v。 著 对 某 个 


图 4.15 

i (21 一 1)，uiviEE(G)， 则 oovEE (G) 不然 VV2** 
Ti-ipoo -ea 是 G 的 Hamiiton 圈 。 凡 出 d (v,) <v-1- 
dp)，d(oi) +od(b) sy 一 1 与 d(0) +d(v) 之 v 学 盾 ， 证 毕 。 

这 一 定理 启发 人 们 引入 闭 包 的 概念 ， 

定义 8 把 G 中 次 数 之 和 至 少 为 » 的 不 邻 的 两 项 之 间 添 加 一 
边 ， 直 至 这 种 加 边 过 程 终 止 ， 担 到 的 图 叫 做 G 的 闭 包 ， 记 之 为 
CCG) 。 

定理 7 G 为 连通 图 ， 到 C(G) 存 在 且 唯 一 . 

证 C(G) 的 存在 性 不 足 道 。 落 图 中 无 dp +d(v) 之 vy 的 不 
邻 顶 对 ， 则 C(G) =G， 否则 ， 加 边 过 程 会 在 有 限 步 之 内 终 正 。 

下 证 CCG) 的 唯一 性 ,。 设 G, 与 G, 是 G 的 两 个 河 包 ， 且 e,， 
8492n 与 有 1 站 1，…, 了 分别 是 构 作 G; 与 G: 时 加 的 边 (车 G 
一 条 边 也 不 能 加 时 ， 风 CCG) =G， 这 时 唯一 性 成 立 ) ,我 们 证 
明 @e€E(G), j=1,2, mf EG), j=1,2,.… ,1 设 est 
是 e1,6，,"…s,2。 中 不 在 G: 中 的 第 一 条 边 ,， 令 日 =G+ {ese:， 
…,2s}。 由 GG 的 定义 ， 当 0 =esti 时 ， 


gt + ds (V) >v, 


des + de, (0) SY, 
但 os41=wv 不 在 G, 中， 应 有 de,(w) +dc,(v) <v, 矛 慎 . 可 见 
eliyety…yenEE(G,)。 同 理 可 证 户 ,f :fcE(G,)。 证 毕 ， 
定理 6 指出 G 是 Hamilton 图 的 充 要 条 件 是 C(G) 是 Hamilton 
图 。 这 个 事实 有 时 能 发 挥 独 到 的 作用 ， 例 如 图 4.16 中 的 G 不 满足 
Ore 定理 的 条 件 ， 不 能 用 Ore 定理 判 其 为 Hamilton 图 ， 但 它 确 
为 Hamilton 图 。 因 为 它 的 妆 包 是 玉 。。 由 此 可 见 ， 闭 包 的 引入 是 


人 本 审 舍 


图 4.18 
有 一 定 作用 的 ， 但 它 并 未 给 出 令 人 满意 的 一 个 充 要 条 件 ， 只 是 把 
一 个 图 G 是 否 为 Hamilton 图 的 问题 转化 为 男 一 个 图 C(G) 是 否 
为 Hamilton 图 的 问题 。 这 种 进展 步子 不 太 大 ， 尚 需 追 求 更 为 有 
效 的 充 要 条 件 。 


4.4 货 郎 问题 


货 朗 问题 有 两 种 提 法 。 一 种 是 货 郎 到 各 村 去 卖 货 ， 再 回 到 击 
发 处 ， 每 科 都 楼 串 到 , (不 限制 次 数 ) ， 为 其 设计 一 种 路 线 ， 使 得 
所 用 旅行 售 货 的 时 间 最 短 。 这 个 问题 的 数学 模型 是 在 加 权 图 G 上 
求 一 个 生成 回路 C， 使 得 


所 (C) = wle) =min{ 各 个 生成 回路 的 权 }。 
Ec 
这 个 C 叫 做 理想 题 路 . 
另 一 种 提 法 是 限制 货 郎 每 村 到 且 仅 到 一 次 。 这 时 ， 其 数学 模 
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型 是 在 加 权 图 .上 求 一 个 Hamilton 图 C,， 使 得 
WW(C) = 沁 w(e)=min{ 各 个 Hamilton 由 的 权 }。 


cEc, 

从 算法 理论 .上 讲 ， 这 两 种 提 法 的 难度 是 相当 的 。 我 们 现在 考 
虑 与 Hamiiton 图 关系 更 为 直接 的 后 一 种 提 法 的 货 朗 问题 。 这 个 
问题 的 难度 很 大 

(1》 如 何 判 定 G 是 否 Hamilton 图 ,这 个 问题 自前 尚 无 有 
效 算 法 ， 也 不 知道 究 竞 存在 不 存在 它 的 有 效 算法 。 在 不 知 G 是 否 
为 Hamilton 图 的 情况 下 ， 硬 去 找 一 条 如 何如 何 的 Hamilton 四 
衣 然 是 言 自 的 ， 甚 至 是 徒劳 的 。 

(2) 已 知 G 是 Hamilton 图 ， 求 出 一 个 Hamilton 十 来 至 
今 亦 无 有 效 算法 ， 和 《1 ) 一 样 ， 也 不 知道 究竟 存在 不 存在 它 的 
有 效 算法 。 

货 部 问题 的 有 效 算 法 的 有 无 问题 ， 是 当今 图 论 中 面临 的 一 大 
是 案 。 目 前 ， 只 能 设计 各 种 近似 算法 。 下 面 介绍 一 种 近似 算法 
一 “改良 国 算法 >、 已 知 C = vio…ovoi 是 G 的 一 个 Hamilton 
才 ， 我 们 用 下 面 的 算法 把 它 的 权 减 小 。 

算法 : 

(1) 在 C 上 检查 是 否 有 i 二 j， 使 得 vi- .v1EE(G) ,vivi 
EE(G), wlorv) twvivr) wv wv) 
有 ， 则 构成 新 转 

Cy =D UU UU UU 

C 叫 化 C 的 改良 匿 。 

《2)》 用 Ci 代替 C 转 (1)， 直 至 终 正 。 

上 述 算 法 得 到 的 Hamilton 图 未 必 是 理想 Hamilton 镶 ， 不 
过 上 述 算法 的 时 间 复 杂 度 是 OCv*) 。 | 

例 13 ”从 北京 到 伦敦 (L)、 酸 西 哥 城 (MC)、 纽 约 (NY)、 
巴黎 (Pa) 、 东 京 (T) 和 名城 去 环球 讲学 ， 冬 飞机 到 各 城 恰 去 一 次 再 
返回 首都 北京 ， 应 取 何 种 安排 最 省 旅费 ? 各 城 相 距 做 为 边 权 在 
.图 4.17 中 标 出 。 
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解 ” 执 行 改良 图 算法 的 过 程 见 图 4,18， 初 始 图 为 C= (Pe) 
(T) (L) (MC) (NY) (Pa) (Pe)， 算 法 终止 时 的 改良 图 为 
C,=.(Pe)(T) (MC) (NY) (L) (Pa) (Pe)。 按 C，(《 或 逆 时 针 方 
向 的 C,) 安排 访问 讲 学 的 
总 航程 是 

13+70+21+35+2+51 
=192{( 百 公里 ) 。 

192 是 理想 Hamiiton 轿 
的 上 界 ， 下 面 考查 其 下 界 。 
在 第 二 章 例 5 中 ， 我 们 已 用 
Kruskal 算法 求 得 了 最 优 树 
了 ， 又 YKG， 理 想 图 C。 上 
删 去 v 是 6G 的 一 个 生成 树 ， 


图 4.18 
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在 C。 上 有 两 条 与， 关联 的 边 ， 我 们 从 G 上 与 关联 的 边 中 选 
两 条 其 权 之 和 最 小 者 为 e1, e:， 则 玩 (C) >W (7T) +w (e,) 


+w (es), 


在 本 题 中 ,我们 取 v 
=NY,e, = (NY) (MOC) ,ex 
= (ND (L) ( 见 图 4.19)， 
则 得 W(C,) >122+21 35 
=178( 百 公里 )。 可见, 我们 
的 改良 圈 与 理想 Hamilton 
图 之 差 和 14 〈 百 公里 ) . 


Euler 图 和 Hamilton 图 
是 两 个 最 漂亮 的 图 类 ， 它 们 
者 有 可 行 遍 的 性 质 。Euler 
图 可 以 从 任何 一 顶 出 发 不 重复 地 行 这 所 有 的 边 ，Hamilton 图 可 
以 从 任何 一 项 出 发 不 重复 地 行 这 所 有 的 顶 。 而且 两 者 者 可 返回 中 
发 点 。 
本 章 的 重点 内 容 是 : 
(4) Euler 图 与 Hamilton 图 的 定义 ， 
《2 》Euler 图 和 “一 笔画 ”的 充 要 条 件 。 
〈《3)》 Ore 定理 和 Bondy 的 闵 包 判别 法 。 
〈4 》 中国 邮 路 问题 和 Fleury 算法 。 
(5》 货 郎 问题 及 其 困难 之 所 在 。 
我 们 对 Hamilton 图 的 概念 似乎 已 经 十 分 清楚 ， 事 实 上 ， 我 
们 对 它 的 认识 十 分 肤浅 ， 连 判断 一 个 图 是 否 Hamiltno 图 的 有 效 
算法 也 不 知 是 否 存在 。Hamilton 图 的 研究 从 来 是 图 论 中 既 : 困 难 
又 吸引 人 的 课题 。 


了 2 


习 题 


1。G 是 Euler 图 ， 则 GG 的 每 个 块 亦 是 Euler 图 。 
2 。G 是 连通 图 ， 有 2k 之 0 个 奇 次 项 ， 则 G 有 此 条 无 公共 边 
的 行 迹 日 ; ,Q;,…,Q ,使 得 


x 
E(G) = (JE(Q,). 
i 
3 ，G 是 非 平 凡 Euler 图 ，vSY (G)， 则 G 中 每 一 条 起 点 为 
v 的 行 迹 可 以 延长 成 G 的 Euler 同 路 的 充 要 条 件 是 G-v 是 
本。 


4。 一 个 图 是 由 项 v。 可 任意 行 遍 的 ， 若 经 过 下 列 步骤 总 是 
产生 一 条 Euler 回路 ， 由 v。 出 发 ， 经 任何 一 条 与 之 关联 藤 边 ， 
达到 一 项 # 后 由 任何 一 条 消 未 用 过 的 与 # 关联 的 边 离开 4， 继 续 
下 去 ， 直 至 用 遍 所 有 的 边 , 证明，Euler 图 G 是 可 由 v。 任意 行 
遍 的 ， 当 且 仅 当 G 的 每 个 轿 含 7。 

5 ,一 个 图 称 为 随意 可 湖 的 《随意 Hamilton 的 ) ， 若 一 条 
生成 道路 (Hamilton 图 ) 总 可 以 如 下 产生 ， 从 G 的 任何 一 项 出 
发 ， 然 后 进入 任何 一 个 还 未 进入 过 的 邻 顶 ， 直 至 没有 新 的 顶 可 以 
进入 , 证明，v 之 3 的 图 G 是 随意 可 潮 的 ， 当 且 仅 当 它 是 随意 
Hamilton 的 。 这 种 图 仅仅 是 C,， 天 ,或 五 。, 之 一 。 

”6。G 不 是 2 连通 图 ,或 G 是 2 分 图 但 其 顶 划 分 | 民 | 关 | 了 |， 
则 6G 不 是 Hamiiton 图 。 

7。, 营 G 有 Hamiiton 轨 , 则 YScV, 禹 有 @(G-5) 拟 
1S|1+1， < 

8 。G 中 任 二 顶 之 同和 皆 有 Hamilton 轨 ， 则 称 @ 是 Hamilton 


连通 的 .证 明 : G 是 Hamilton 连 通 的 , 旧 v>>4 则 s>[ 主 Gv +D]. 
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9 。G 不 是 Hamilton 图 ， 但 YvY(G)，G ~-v 是 Hamilton 


了 .天 中 有 [二 | 介 无 公共 过 的 Hamilton 醒 。 


则 称 鼠 为 亚 Hamilton 需 。 证 明 Petersen 图 是 亚 Hamilton 


10. 证 明 图 4,4 中 的 xsywovzwyxuwoxzy* 是 理想 回路 


12. 用 s 条 (n>1) 水 平 线 与 4 条 竖 直线 相 截 得 一 图 ， 以 #， 
个 交点 为 项 ， 以 截 得 的 线段 为 边 ， 间 这 个 图 是 否 有 Hamilton 轨 


和 Hamilton 力 ? 


图 4.20 


13。 英国 亚瑟王 有 nm 
名 骑士 ， 每 次 京 会 他 们 围 一 
圆桌 就 坐 ， 若 两 名 骑士 只 能 
相 邻 一 次 ， 问 这 祥 的 聚会 能 
进行 多 少 次 ? 

14。 亚 登 王 在 言 中 召见 
他 的 2n 名 骑士 ， 其 中 某 些 
骑士 同 互 在 优 急 ， 每 个 骑士 
的 优 人 不 超过 rn 一 1 个 ,证 
明 亚 登 王 的 谋士 摩尔 林 能 够 
让 这 些 骑士 围 着 那 张 著 名 的 


圆桌 就 坐 ， 每 个 骑士 不 与 他 的 做 人 相 邻 。 

15“ 易 腺 ”难题 ， 今 有 1 cm* 的 小 立方 体 四 个 ， 它 们 的 每 个 
面 用 红 、 黄 、 兰 、 绿 四 色 之 一 当成 ， 请 把 这 四 个 立方 体 堆 成 高 
4 cm 的 四 棱柱 ， 使 柱 的 每 一 侧面 上 都 出 现 四 种 颜色 。 

16。 求 Chvatal 图 上 的 Euler 回路 《图 4.20) 。 

17。v =2h+1 的 次 正则 图 是 Hamilton 图 (& 之 1)。 

18。 用 改良 图 算法 求 下 面 货 朗 问题 的 近似 解 ， 距离 短 阵 为 
DD，v, 是 出发 的 商店 ，v，,v，,0,,0s 是 要 去 卖 货 的 和 镇: 
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0 34 


50 68 
59 67 


2 50 59、 
36 68 67 
0 5s1 601. 


51 0 3 
60 13 0 


19. 在 正八 面体 的 每 个 面 上 重合 地 放 一 个 四 面体 的 面 ， 对 应 


人 


所 得 的 多 面体 的 图 是 否 Hamilton 图 ? 


20。 一 个 二 十 面体 是 用 一 张 纸 制 成 的 ， 能 否 把 这 张 纸 剪 成 两 
份 ， 使 剪子 剪 每 个 面 为 两 部 分 ， 而 不 通过 二 十 面体 的 顶点 ? 

21。 一 个 # 行 各 列 的 方 格 网 ， 每 个 结 点 处 有 一 圈 珍 珠 ， 确 定 
幼 与 # 的 值 ， 使 剪断 一 些 线 之 后 ， 做 成 一 个 项 链 。 
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5 平 面 图 
5.1 平面 图 的 概念 


相传 古代 有 一 位 独裁 者 ， 痢 死 时 留 有 遗嘱， 把 土地 瓜分 给 他 
的 五 个 儿子 ， 这 五 个 儿子 在 自己 的 领地 上 各 修筑 了 一 座 宫 虹 ， 他 
们 还 企图 修一 些 道路 ， 使 得 每 两 座 官 暴 之 闻 有 一 条 道路 直接 相 
通 ， 又 要 求 道路 不 能 交叉 。 结 果 ， 这 五 个 思 夫 的 王子 短 费 苦心 ， 
终 告 失败 .1930 年 ， 波 兰 数学 家 Kuratow sky 给 出 平面 图 的 充分 
必要 条 件 ， 严 格 证 明了 五 宫 修 路 问题 是 无 解 的 。 

定义 1 一 个 图 称 为 可 供 入 曲面 3， 是 措 把 它 的 图 示 画 在 
上 ， 可 以 使 性 两 条 边 不 内 交 。 可 收入 平面 的 图 叫做 平面 面 ， 否 则 
为 韭 平 面 图 . 

例如 树 蕴 平面 图 。 六 ,可 以 嵌入 环 而 《图 5,1) ,六 。, 可 以 区 
入 Mabius 带 (图 5.2) 。 


GT 
Ce 


了 了 
R Q 
R 
Pp 、 
s 

图 5.2 


To ~ 


图 5.1 
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定理 1 任何 图 将 嫩 入 已 
证 取 E' 中 曲线: x= ?= 有 2 和 0 从 1 上 
任 取 四 个 点 《t;， 如 ,让 )，i=1,2,3,4，+; 之 0， 则 由 于 范 德 蒙 


1 1 1 1 
ty fs HH tz0 
生生 上 | 
13 1 3 1 
知 这 四 个 点 不 共 面 ， 我们 把 G 的 项 画 在 ! 上 ， 把 边 画 成 直线 段 ， 
这 时 不 会 有 任何 两 条 边 在 办 点 相交 ， 不 然 相交 的 两 条 线段 共 面 。 
于 是 其 四 个 端点 共 面 ， 与 工 上 由 点 不 共 面 矛盾 ， 所 以 我 们 可 如 此 . 
把 任何 图 台 画 在 EE! 中 而 边 不 内 交 , 证 毕 。 
定理 2 ”和 是 平面 图 的 充 权 条件 是 @ 可 在 球面 上 埃 入 . 
证 考虑 球 极 平面 射影 (图 5.3)》 ， 球 S 与 平面 已 相 切 ， 过 
切 点 的 直径 的 另 一 端点 为 2 〈 北 极 ) 。 定 义 映 射 p: S>P。 当 且 
仅 当 z，s ， 卢 共 线 时 ，P(s)=p， 其 中 下 S，p&P.。 FP 是 一 一 
上 映射 《PP 上 的 吕 点 与 Z 对 应 〉， 
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车 图 G 有 平面 嵌入 G’， 则 由 %，G’ 在 S 上 的 原 象 好 G 在 5S 
上 的 嵌入; 反 之。 车 G” 是 G 在 S 上 的 嵌入 ,不 妨 设 > 不 在 G” 的 
边 上 或 顺 上 ， 则 由 P，G* 之 象 即 为 G 的 平面 罕 入 ,证 些 。 


5.2 Euler 公式 


一 张 鱼网 上 结 点 间 的 线段 数目 ， 训 以 数 一 数 结 点 和 网 孔 算 出 
来 ， 计 算 的 公式 就 是 著名 的 Euler 公式 。 

定义 2 平面 图 G 之 平面 嵌入 把 平面 分 成 若干 个 连通 的 闭 区 
域 ， 每 个 这 种 纯 区 域 叶 做 G 的 一 个 面 ， 那 个 无 界面 时 做 G 的 
外 面 . 

定理 3 "是 平面 盟 的 项 点 ， 由 可 以 把 G 炬 入 在 平面 上 ， 使 
在 外 面 上 。 

证 考虑 G 的 一 个 球面 颈 入 ， 由 定理 2， 这 种 许 入 是 存在 
的 。 令 六 是 球面 上 含 " 的 闭 区 域 的 内 点 ， 以 入 为 北极 进行 球 极 平 
面 映射 ， 则 得 所 求 之 平面 谋 入 一 ”被 嵌入 外 面 上 。 证 毕 . 

定理 4 (Euler, 1736) G 是 连通 平面 图 ， 财 

vy-e+$=2, 


其 中 中 是 G 的 面 数 . 

证 对 哆 进行 归纳 法 证 明 . $=1 时 ，G 中 无 图， 又 G 是 连 
通 图 ， 故 G 是 树 ，e=v- 13， 于 是 v-e+1=2， 公 式 成 立 ,假设 
$<n(n>1) 时 ， 公 式 已 咸 立 ， 考 虚 =4+1 的 情形 。 

由 于 少 =4+132， 有 豆 ， 设 e 是 某 面 上 的 边 , 则 G~e 仍 过 
通 ， 而 被 e 分 阳 的 G 中 的 网 个 面 在 Ge 中 成 为 一 个 面 ， 且 G-e 
仍 为 平面 图 ， 由 归纳 法 假设 ， 

vy(G-e)-e(G-e) +thG-e)=2, 
vy(G) -Le(G) -1 +I$(G) -1]=2, 
v(G) -eG) + $(G) =2. 


证 些 . 
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推论 1 平面 图 的 面 数 与 平面 庶 入 的 方式 无 关 . 

推论 2 平面 图 平面 庶 入 时 ， 有 界面 的 个 数 恰 为 余 树 的 
边 数 。 

例 1 对 哪些 nx， 存在 ft 条 楼 的 多 面体 ? 

解 ”以 多 面体 的 顶点 为 顶点 ， 以 多 面体 的 楼 为 边 ， 构 成 一 个 
连通 平面 图 G。 则 v(G) 之 4，$(G) 之 4， 由 Euler 公式 ,2(G}》 
宇 6 。 即 无 楼 数 小 于 6 的 多 面体 。 

四 面体 是 杰 数 为 6 的 多 面体 .因为 2e({G) 关 34(G)， 若 有 7 


条 榨 的 多 面体 ， 则 $<- 导 -， 即 $=4， 于 是 


7 =v(G) +@ -2=v+2, 
v=5, 但 上 =4 对 ， 唯 一 的 多 面体 是 四 面体 ， 它 只 有 四 个 项 ， 可 
见 ， 无 7 楼 多 面体 ， 
考虑 &>>4， 以 上边 形 为 底 的 棱 贸 为 中 条 写 的 多 面体 . 若 把 
有 -1 这 形 为 底 的 丢 稻 底 角 处 一 个 三 面 角 “ 锯 撞 一 个 小 尖 儿 ?” ， 得 
到 28+1 条 本 的 多 面体 ,总 之 42>6,a7 时 ,有 条 楼 的 多 面体 。 


5.3 平面 图 的 对 偶 


定义 3 G” 是 平面 图 G 的 平面 做 入 ， 则 如 下 看 出 的 图 G* 是 
G 的 一 个 对 候 图 ; 

《1) G' 的 每 个 面 内 面 且 仅 图 G* 的 一 个 项 点 产 。 

《2 ) 当 且 仅 当 面 f, 与 直 fj 有 公共 边 e; 时 , 面 G* 的 一 
条 边 叶 = 并 记 . 

(3) 2 为 G' 的 枚 时 ， 和 十 6* 的 一 个 环 ， 此 环 与 所 在 的 
面 内 的 项 fj* 相关 联 (图 5.4). 

同一 个 平面 图 的 不 同 平面 嵌入 方式 ， 可 能 会 形成 不 同 构 的 对 
偶 图 。 例如 图 5.4 中 有 一 次 顶 ， 有 桥 ， 但 此 桥 还 可 以 嵌入 含 肯 或 . 
含 六 的 面 ,从 而 环 关联 的 顶 可 以 是 胡 , 可 以 是 背 , 也 可 以 是 上 有。 
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又 例如 图 5.5 是 同一 个 平面 图 的 两 种 平面 嵌 入 ， 相 应 的 对 偶 图 
显然 不 同 构 ，(s)》 的 对 偶 图 中 有 5 次 顶 《〈 在 外 桓 内 )， 而 8) 的 
对 偶 图 无 5 次 顶 。 


图 5.4 
记 F(G) = {f1、f，,…,fs}， 是 平面 图 平 曾 嵌入 的 面 集 合 ， 


4(P) 是 fEF(G) 时 ， 了 边界 上 的 边 数 ， 叫 做 而 了 的 次 数 ， 一 条 
边 是 平面 图 的 桥 时 ，d(f》 中 此 边 贡献 为 2 。 


{9) (8) 


图 5.5 
容易 看 出 ，G 为 平面 图 ， 则 有 
(C1) $(G)=v(G*), e(G)=e(G*), d(f) =do#(f*), 
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(2 》 每 个 平 商 图 红 有 对 价 图 ， 未 必 唯 一 ， 但 对 偶 图 仍 为 平 
面 图 。 
(3)》 G 连 通 时 ，(G") =C。 
(4) 平面 图 G, 宕 G。， 未 必 Gi 
定 娃 5 G 为 平面 图 ， 则 对 任 给 的 平面 堪 入 ， 狐 有 
Ed(f) =2e, 


f erpte) 


2。 


dD= 呈 dpP)=2e()=2e(C) 。 证 毕 。 


7 J ta) 
推论 3 v 之 3 的 平 图 图 ，e<3y 6。 
证 只 需 对 连通 平面 图 来 证 明 。 因 v 之 3， 显 然 d( 了 ) 之 3， 其 
中 EF(G). 又 2e= 叶 d( 有 之 38， 册 Euler 公式 v-ei+$ 
fF(G) 
=2,3v— 3e+36=6,3v -6=3e-36>3e~2e=e, Bey -6* 
证 毕 . 
推论 4 5 (平面 图 ) 志 5。 
证 v=1 或 2， 命题 吕 然 成 立 ， 当 v 之 3 时 、 由 推论 3 ， 
Hv TT du)=2e 2 -6), 


wertG) 


获得 5 专 5, 证 毕 . - 
平 而 图 的 边 数 ， 在 >” 辐 定 后 ， 不 会 太 多 ， 不 然 在 平 曾 上 嵌入 
时 “ 放 不 下 ”， 推 论 3 与 推论 4 反映 的 正 是 这 一 情形 ， 

定义 3 C 为 平面 单 图 ， 若 对 任何 不 相 邻 的 顶 * 与 "， 
G+uwv 不 再 是 平面 图 ， 则 称 C 是 极 大 平面 图 。 

这 里 顺便 说 一 下 ，“ 最 大 ”与 “级 大 ”是 有 区 别 的 ，“ 最 大 * 
是 指 某 个 量 不 能 再 增 大 “ 极 大 ?是 在 集合 包含 义 下 不 能 再 扩大 ， 
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孝 不 能 在 原 有 的 基础 上 扩大 。 例 恕 树 上 每 两 个 叶 之 间 的 唯一 轨 都 
是 极 长 轴 ， 但 只 有 其 中 最 长 的 一 条 才 是 最 长 轨 。 极 大 的 可 以 不 唯 
一 而且 量 也 未 必 一 致 ， 最 大 的 就 量 而 论 是 唯一 的 。 最 小 与 极 小 
亦 应 作 与 此 相应 的 理解 。 

定理 6 6G 是 v 之 3 的 级 大 平面 图 ， 当 县 仅 当 C 的 平面 昱 入 
钨 个 面 雌 3 次 . . 

证 设 G' 是 极 大 平面 图 G 的 平面 嵌入 ，G' 中 有 一 个 而 的 边 
界 不 是 尺 ,， 这 个 面 的 边界 是 .0.0，…v4v1，k 之 4， 则 在 此 面 内 
可 加 一 边 ， 事 实 上 ， 若 多 边 形 wipos…asoi 的 对 角 线 ioiEBE 

《G)， 则 多 边 形 wz:…aib: 上 ut 的 两 个 邻 顶 之 间 在 G 中 不 相 
邻 ， 于 是 我 们 可 以 在 此 二 顶 之 间 加 一 边 ， 得 到 的 图 仍 是 平面 图 ， 
与 G6 为 极 大 平面 图 了 矛盾， 

反之 , 车 G 的 短 个 面 丝 3 次 , 则 由 于 d(f)=2e，36 


GD) 


‘=2e， 及 G 是 连通 图 ,从 Euler 公式 ve+ 和 =2 得 e=3v 一 6， 
而 由 推论 3 ， 平 面 图 边 数 之 上 界 是 32 一 6， 所 以 G 是 极 大 平面 
图 . 证 毕 。 

定理 7 v 之 4 的 平面 图 G 为 极 大 平面 图 ， 则 5(G)>>3， 

证 YoEFC》 。 由 于 C 是 平 而 图 ， 则 人- ”也 是 平 商 图 ，? 
在 6" -uv 的 一 个 面 扩 的 内 部 ， 这 里 6G 是 @ 的 平面 :嵌入 。 由 于 
G 是 极 大 平面 图 ，G-v 的 顶 至 少 有 三 个 在 上 述 G ~v 的 面 /' 的 
边界 上 ， 即 得 qd(z) 关 3。 由 "之 任意 性 ，5(C) 之 3。 证 毕 。 

推论 5 G 是 极 大 平面 图 ， 则 6=3» 一 6。 

册 此 可 知 ， 极 大 平面 图 的 边 数 达到 平面 图 边 数 ( 顶 数 给 定 为 
v》 的 上 界 ， 故 极 大 平面 图 就 是 最 大 平面 图 ， 反之 亦 然 ， 

推论 6 .平面 Eiiler 图 可 桨 成 不 超过 >- 2 个 无 公共 边 的 重 
的 并 . 

这 里 应 注意 的 是 ， 对 于 非 平面 Euler 图 ， 员 然 猜想 推论 6 
的 结论 仍 成 立 ， 但 至 今 肖 未 证 明 。 
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5.4 Kuratowsky 定 理 


定理 8 K, 入,.: 都 是 非 平面 图 。 
证 >( 氏 ,) -5，e(K)=10，3v-6=3x5-6=9, 不 满足 
平面 图 的 必要 条 件 < 生 3 ~ 6， 故 攻 ， 非 平面 图 。 
KK,,, 是 二 分 图 ， 无 奇 图 ， 所 以 无 了 图 KK,s 车 K, ,是 平面 
， 每 面 次 数 至 少 是 4 ， 于 是 
46< 于 df)=2e=2x9=18, 


fF Gy ) 


yy 


， 了 即 上 4， 由 Euler 公式 ， 


故 有 4<4- 
2=v—et+$<6-9+4=1, 
这 是 不 可 能 的 。 征 毕 。 
两 个 图 叫做 辐 盈 的 ， 若 一 个 图 是 另 一 图 边 上 “加 上 ”一 些 新 
顶 得 到 的 ， 规 定 图 自 回 耳 。 图 5.6 中 画 的 是 天 ,与 天 ,的 同 豚 


图 。 
(0) 人 


图 5.6 
1930 年 ， 波 兰 数学 家 Kuratowsky 指出 ， 开 。 或 天 , 的 同 胚 


甸 是 引起 图 不 能 嵌入 平面 的 仅 有 的 两 个 “ 污 将 ”。 
定理 9 (Kuratowsky;1930) G 是 平面 图 的 充 要 条 件 是 G 


中 无 与 天 。 或 天 ，, 同 王 的 子 图. 
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证 条件 的 必要 性 不 足 道 ， 下 证 充分 性 。 【以 下 证 明 是 1954 
年 Dirac 和 Schuster 给 出 的 ) 设 G 中 无 Ks 或 天 的 同 吓 做 子 
图 ， 但 6 是 非 平面 图 . 令 台 是 边 数 最 少 的 这 种 图 ， 则 G 是 块 ， 且 
6(G) 之 3。 令 X ,=WvVoEG， 则 玉 =G~%x。 是 平面 图 。 

DD 中 有 含 4。 和 v。 的 图 。 

若 下 中 无 含 ws 和 v。 的 图 ， 则 4。 与 0。 在 王 的 不 同 的 块 中 。 
从 而 存在 下 的 一 个 割 顶 w， 它 在 每 条 4, 一 v。 雪上 . 车 下 中 没有 
边 wus 与 wz。， 我 们 把 它们 加 入 下 构成 图 严 , 。 严 。 中 与 v 仍 
在 不 同 的 块 中 ， 例 如 分 别 在 8, 与 8, 中 .8, 与 了 8, 有 公共 预 中 。 
如, 与 8, 都 比 G 边 数 少 ， 故 互 ,或 者 是 平面 图 或 者 含有 一 个 周 
有 于 天 ,或 到 ,的 子 图 。 然 而 ， 若 加 入 wz 后 产生 了 B, 的 一 
个 同 及 于 天 ,或 及 的 子 图 于 ， 则 用 以 边 x。 开始 从 4。 到 名 的 一 
条 轨 代 替 wy， 得 到 的 C 的 子 图 同 是 于 吾 ， 认 而 也 同 且 于 区。 或 
到 ,,,，， 了 矛盾 。 从 而 互 ，( 同 理 妃 :) 是 平面 图 。 呈 :与 了 :都 可 画 
在 平面 上 ， 使 得 wu, 与 wu。 在 外 面 上 ， 有 从 而 已 , 可 媒 入 平面 ， 
使 wa 与 wo。 在 外 面 上 。 加 入 x。 不 破坏 已 , 的 可 平面 性 ， 因 为 
G 是 已 ,+ yx 的 子 图 ， 故 G 是 平面 图 ， 了 矛盾， 

2) 把 FPF 嵌入 平面 ， 使 含 u。 和 ”的 一 个 圈 Z 含有 数目 最 多 
的 面 。 指定 Z 的 一 个 方向 《例如 硕 时 针 方 向 )】，2Z[u,v 是 Z 上 
从 # 到 v 的 轨 ， 若 v 在 Z 上 不 是 紧 申 着 4 的, 用 2Z(x, v) 表示 
Zfa,o] 山 去 & 和 是 得 到 的 轨 。 

Z 的 外 部 是 指 由 2 外 的 顶 导 出 的 下 的 子 图 。 这 个 子 图 的 连通 
片 ， 叫 做 外 部 连 涝 片 。Z 的 外 桥 是 指 五 的 一 个 子 图 , 它 由 关联 
于 至少 一 个 在 荣 个 外 部 连 双 片 的 顶点 的 所 有 边 导出 或 者 由 在 Z 外 
部 且 与 Z 的 二 顶 关联 的 一 条 边 导 出 。 类 似 地 可 以 定义 Z 的 内 部 、 
内 部 连 递 片 与 肉 桥 。 称 一 个 外 桥 或 内 桥 是 分 离 *-v 的 , 若 它 与 
Zl4,0),ZL(v，4) 上 都 有 公共 顶 。 显然， 着 4 与 v 在 Z 上 相 邻 ， 
任何 一 个 外 桥 或 内 桥 都 不 会 分 离 i 一 2。 

因为 了 是 连通 的 ， 又 下 没有 割 顶 ， 所 以 每 个 内 桥 与 外 桥 至 少 
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与 Z 有 两 个 公共 项。 没有 外 烽 可 以 与 ZC46,vo) 或 2(v。， 4#,) 有 
一 个 以 上 的 公共 项 ， 因 为 否则 就 有 一 个 含 4。，v。 的 图 ， 有 比 Z 
更 多 的 内 部 面 数 . 同 理 没 有 外 桥 可 以 以 4。 或 ye 为 与 Z 的 公共 
顶 ， 从 而 撩 个 外 祷 与 Z 恰 有 两 个 公共 顶 ， 且 分 离 #。 一 JV。 此外， 
由 于 不 能 在 正中 加 入 x。 而 保持 平面 性 ， 所 以 至少 有 一 个 分 柄 +， 
一 v。 的 内 桥 。 

3) 存在 一 个 分 离 ke -as 的 外 烽 ， 它 与 Z(x。，v。) 有 公共 顶 
#4， 与 Z(v。，4。》 有 公共 顶 vi， 使 得 存在 一 个 内 桥 ， 它 分 离 
as 一 Do 又 分 离 4&1 -Da 

车 3》 不 真 ， 我 们 会 找到 矛盾 。 为 此 ， 把 分 离 ze 一 v。 的 内 
桥 进行 编号 ， 从 4 起 沿 Z 前 进 ， 按 公共 顶 出 现 的 次 序 给 相应 的 
内 桥 编 号 为 J，，T,，7T,…， 天 是 从 xs。 起 在 2 上 最 先 遇 到 它 的 顶 
的 肉 桥 。 令 w, 与 4 是 了 与 Z(u,，v。》 的 第 一 个 和 最 后 一 个 
公共 项 ，v,，v， 是 了 与 Z(v。，4,》 的 第 一 个 和 最 后 一 个 公共 
顶 . 每 个 外 桥 与 Z 的 两 个 公共 项 必 在 Z[o,，xs] 上 或 在 Z[4,， 
v2] 上 ， 不 然 ， 就 会 有 一 个 外 桥 与 ZCw。，v。) 有 公共 项 ,与 
Zlv。，wW。) 有 公共 项 v,， 而 有 一 个 内 桥 既 分离 4 一 v。 又 分 离 
#1 一 V1， 与 3》 不 真 蔬 盾 。 所 以 可 以 在 Z 的 外 部 区 域 画 一 条 联结 
v， 和 xs 的 曲线 C， 使 它 不 与 PF 的 边 接触 《图 5.7) 。 于 是 了 可 
入 保持 平面 幅 入 地 转移 到 C 的 外 面 ， 类 似 地 ， 分 离 xz 的 内 
桥 都 可 依次 保持 平面 嵌入 地 转移 到 C 的 外 面 ， 这 样 边 x。 可 以 加 
上 去 面 不 损坏 王 的 可 平面 性 ， 然 而 这 是 不 可 能 的 ， 所 以 3) 
成 立 。 

4) 令 末 是 3) 申 指 的 内 桥 ， 它 分 离 we 一 2， 又 分 离 妇 一 0;。 
念 万 与 Tu，po)，Z4oo， zt)，Z(4，o)，Z(o，u) 的 公 
共 顶 分 别 是 思 。，wi，w、，wi。 依 上 述 四 项 的 分 布 ， 分 四 种 情 形 
讨论 之 (图 5.7) 

(1) 顶点 zi: 与 wi 中 有 一 个 在 Z(4。，,，v。》 上 ， 侧 另 一 个 
在 Z(2。，4。) 上 . 我 们 可 以 取 w, = ai， 愉 = ui。 在 这 种 情形 ， 
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G 中 含 KK,,s 子 图 (图 5.7(a)》，K,,, 的 顶 划分 成 空心 与 实 心 两 
区。 空心 首 与 实 属相 名 (2) w, 与 砍 都 在 
Zas，o。) 上 或 Z(v, 4) 

上 ， 不 失 一 般 性 ， 我 们 取 第 
一 种 情形 ， 又 有 两 种 可 能 

U4 天 与 21 = 节 ?。 落 mm 六 
mo， 则 G 含 有 同 适 于 开 ;， 的 
子 图 ,依赖 于 ws 在 Z(w,0,) 
上 或 在 Z(v,,4) 上 ， 分 别 
如 图 5.7(5) 或 (c)。 车 vl 
= ui( 图 5.7(d))， 则 五 含 一 
个 顶点 r ， 存 在 由 > 开始 到 
ai， 三 和 wo 的 三 条 不 相交 
的 轨 ， 它 们 的 所 有 顶点 〈 除 
了 ul， 码 和 o 外 ) 都 属于 
互 . 这 时 @G 也 含有 天，, 的 


《3) ui =vV。 和 节 j 关 to 。 不 失 一 般 性 ， 令 到 在 Zuo bo) 
上 ，G 又 含 天,, 同 胚 的 子 图 . 若 zu 在 Z(oo，v) 上 , 则 如 图 
5.7(e》 所 示 ，G 有 一 个 同 胚 于 民 ,,, 的 子 图 。 若 四 在 Zou) 
上 ， 如 图 5,7(f 所 示 ， 也 及,,, 的 同 胚 子 图 若 由 = ， 修 
改 一 下 这 个 图 形 也 容易 看 出 G 含 尺 ,,, 的 同 胚 子 图 。 

(4)》 wi =Vo 且 wi= 6， 我们 设 芭 ,=445w,=v，， 否 则 我 他 
可 以 得 到 前 三 种 情形 之 一 。 我 们 分 两 种 子 情形 考虑 ， 令 中 。 是 矿 
中 从 wx。 到。 的 一 条 最 短 轨 道 ，P, 是 从 #1 到 vi 的 一 条 最 短 道 
路 .已 ,与 忆 一 定 相交 。 若 其 交点 不 止 一 个 ， 则 如 图 5.7(9》 所 
示 ，G 中 含 同 玛 于 攻 ,,, 的 子 图 | 否则， 如 图 5.7(4) 所 示 ，G 
中 售 攻 ; 的 同 胜 子 图 。 

(1) ， (2) ，《3) ，(4 已 包括 所 有 可 能 的 情形 。 证 毕 . 

所 亩 G 的 初等 收缩 是 删 去 邻 顶 # 和 v0， 再 加 上 一 个 新 顶 岂 ， 
使 w 与 邻接 于 4 和 邻接 于 v 的 每 个 顶 邻 接 。 若 五 是 G 通 过 一 系列 
初等 收编 得 到 的 ， 则 称 G 可 收缩 到 五 。 例 如 Petersen 图 可 以 收 
缩 到 KK,。 

Kuratow sky 定理 可 以 写成 ， 如 是 平面 略 当 且 仅 当 台 中 无 可 
收编 到 下 或 下 ,,, 的 于 图 。 

最 小 的 妖 翌 ，Peter sen 图 不 是 平面 图 。 


5.5 图 的 厚度 


一 个 图 不 是 平面 图 ， 不 能 把 它 嵌入 平面 ， 于 是 自然 提出 分 层 
族 入 几 个 平面 的 问题 ，G 的 边 集 至 少 可 以 划分 成 几 个 子 集 ， 使 得 
每 个 子 集 的 导出 子 图 都 是 平面 图 ? 
定义 4 如 果 


87 


其 中 G, 铺 平 画图 ，;i =1, 2,…,d,E(GODNE(G))= 好 ,六 
草 称 《G1，,，G,，…，G,) 为 G 的 平 图 分 解 ， 而 
8G)=minfd|(G1，G;，…，G,) 是 G 的 平面 分 解 ) 称 为 
G 的 厚度 或 慑 数 。 
例如 9(K,) =2。 见 图 5.8。 


WH oo 


图 5.8 


如 何 确定 图 的 厚度 至 今 既 无 公式 又 无 有 效 算法 ! 但 序 度 及 分 
层 嵌 入 是 实际 需要 的 待 解 问题 例如 设计 电路 板 ， 需 要 把 电路 图 
在 平面 上 实现 ， 问 至 少 需 要 妃 块 印刷 线路 板 ? 这 个 问 属实 则 为 求 
图 的 厚度 及 其 最 少 层 数 分 解 。 

下 面 给 出 厚度 的 下 界 ，{*} 表 示 大 于 x 的 最 小 整数 。 


定居 10 (1) 0(G)>{ 人 < b>2). 


(2 ) G 中 不 含 三 角形 ， 则 0(G) > 人 2 >2)。 


» 


(3) ock,)z[ 并 ] Co>3，y9)。 


证 (1》 对 于 平面 图 0<e<3» -6， 从 而 >2) 
0< 


可 
3v 一 6 


<1, 


故 有 有 
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《2) 若 G 是 平面 图 ， 且 不 含 三 角形 ，G 的 由 个 面 次 数 分 别 
为 R42， 1p。 显然 之 4，i=1，2，…， 东 .又 因为 


df) =2e， 


feF(e} 


故 得 45<<26， $<<-5-， 由 Euler 公式 (不妨 设 G 为 平面 图》 


> 2 
2=9 Tye tv-e=v- 上 后 2 一 4 所 以 0< 志 7 


所 1, 于 是 
oo {ma}. 
《3) 由 (1) 得 
ok») >{ 5 } 
又 对 于 KK，， 
2 二 yo-D， 
取 ol- 


因 v>3, 故 0<a<1， 于 是 有 


1 

+t-1) | ; 

2 zeo-D ,1 
oe ED >[ 问 洁 +1 | 


=[ “ie.]=[ 2 le 


证 毕 。 
上 面 给 出 的 0(G) 的 下 界 有 时 偏离 较 大 , 例如 Peter sen 图 ， 
0(Petersen) =2， 但 下 界 给 出 的 是 


{sd-{}, 
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误差 100% 。 
另外 8(K。) = 3， 所 以 定理 10 (3〉 中 v9。 


平面 图 在 工程 技术 鞋 的 广泛 应 用 和 在 匀 论 中 的 重要 性 (例如 
四 色 问题 发 生 在 平面 图 ) ， 使 它 与 Hamilton 图 一 起 ， 成 了 图 论 
中 十 分 活跃 的 课题 。 从 历史 上 看 ， 正 是 长 aratowsky 定理 的 提出 
与 证 明 打 玻 了 图 论 研 究 的 沉闷 局 面 ， 成 了 图 论 振 兴 的 转折 点 。 本 
章 的 内 容 要 点 是 ， 掌 所 平面 图 、 对 人 慢 图 、 同 耳 图 、 厚 度 等 概念 ， 
会 证 会 用 Enler 公式 ， 理 解 五 , 与 天 ,,, 的 同 解 图 是 造成 图 非 平 
面 性 的 根源 ， 对 于 Kuratowsky 定理 的 证 明 ， 初 学 者 亦 可 暂时 放 
下 ， 等 图 论 学 习 深 入 一 段 时 间 。 图 论 意 识 的 训练 充分 之 后 再 加 以 
领会 ， 事 实 上 ，Dirac 等 人 的 证 明 十 分 之 精彩 ， 很 值得 一 学 。 
我 们 用 范 德 蒙 行列 式 证 明了 任何 图 可 直线 段 地 嵌入 刁 * ,表明 
,我 们 在 图 论 中 的 图 与 三 维 欧 氏 空间 中 的 直线 形 同 构 。 但 图 论 毕竟 
不 是 初等 立体 几何 ， 它 研究 的 不 是 空间 形式 与 位 置 关系 ， 而 是 顶 
与 边 的 关联 关系 。 


习 是 


1. 证 明天 , ~e (efE (Ks)) 是 平面 图 。 

2 。 证 明 KK,,, ~elekE(K, ,)) 是 平面 图 。 

3 , 试 把 五 , 嵌入 在 环 面 上 。 

4 .一 个 图 为 平面 图 的 充 要 条 件 是 它 的 每 个 块 皆 平面 图 。 

5 ,平面 驾车 与 其 对 偶 图 同 构 ， 称 之 为 自 对 偶 图 。 证明 

《1) G 为 自 对 假 图 ， 则 。= 2 一 2。 

《2》 对 每 个 64， 作 一 个 =” 顶 自 对 侦 图 。 

6，.G 是 极 大 平面 图， 则 其 对 偶 图 是 2 边 连 通 3 次 正 
则 图 。 

7 。G 是 vy 之 11 的 平面 图 则 G* 是 非 平面 图 、 

8 ,5S={x,，x:，*…，x,}，# 之 3,S 是 平面 点 集 , 它 的 任 二 
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点 的 距离 至 少 为 1 ， 则 最 多 3 一 6 对 点 ， 它 们 的 距离 为 1 。 
9 ， 正 十 二 面体 与 正六 面体 的 对 侦 图 是 什么 ? 
10。 图 5.9 是 平面 图 吗 ? 


图 5*9 


11。G 是 平面 图 ， 则 2-et$=w+1, 
12。 论 证 正 多 面体 有 且 仅 有 于 几 种 ? 它们 的 边 数 、 顶 数 和 面 
数 各 是 多 少 ? 
13。 车 多 面体 的 每 两 个 面 车 多 有 一 条 公共 边 ， 则 它 至 少 有 两 
个 面 有 相 局 数目 的 边 . 
14。G 让 天 ,,。 和 两 个 零 次 顶 构 成 ， 则 G" 为 非 平面 
15。 把 平面 分 成 $ 个 区 域 ， 每 两 个 区 域 都 相 邻 ， 问 $ 最 大 
是 几 ? 
“16。 平 面 图 的 平面 幅 入 可 以 使 每 条 边 迪 直线 段 . 
17。 没有 6 连通 平面 图 . 
18。 平 面 图 的 平面 嵌入 可 使 每 个 顶点 在 同一 个 面 上 ， 称 其 为 
外 可 平面 图 证 明 G 是 外 可 平面 图 的 充 要 条件 是 G 不 含 K, 与 
落 ,,， 的 同 贬 。 


辆 
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6 纵深 搜索 算法 与 平面 蔡 人 算法 
6.1 广度 与 深度 优先 搜索 法 


本 节 介 绍 图 论 算法 中 两 个 关键 性 算法 ， 一 个 是 广度 优先 搜索 , 
算法 (Breadth First Search)， 代 号 BFS， 一 个 是 深度 优先 
搜索 法 (Depth First Search)， 代 号 DFS. 它们 , 尤其 是 
DFS 给 出 求生 成 桂 、 割 顶 和 块 的 有 效 算 法 。DFS 还 有 许多 应 
用 ， 例 如 在 平面 图 嵌 入 平面 的 算法 中 ， 扮 演 了 极为 重要 的 角色 ， 
而 且 其 思想 方法 渗透 到 许多 图 论 算法 的 设计 之 中 。 


_6.1.1 BFS 算 法 


(1) YyvEV(G), 标号 1(v) =0， 令 1=10. 
《2 ) 当 所 有 标号 为 1 的 顶 4 的 相关 联 的 边 的 端点 缘 已 标号 
时 ,- 则 转 《 3 ) ， 和 否则 ， 把 与 4 相关 联 的 边 的 未 标号 的 顶 标 以 
1+1，， 并 记录 这 些 边 ,用 
1+1 代 蔡 1, 转 (2)。 
(3) 下 。 
例 1 在 图 6.1 中 求生 
? 成 树 。 
图 6.1 中 粗 实 线 表示 一 
个 生成 树 。 
定理 1 BFS 终 止 ， 仍 
有 未 标号 的 顶 ， 则 G 不 连 
国 ol 通 ， 和 否则， 记录 下 的 边 导出 
的 于 图 是 6 的 一 个 生成 树 ， 


证 由 BFS 的 过 程 ， 标 号 之 顶 与 0 号 项 达 通 ， 从 而 ， 终 止 
时 所 有 顶 已 被 标号 ， 则 记录 于 来 的 边 之 导出 子 图 是 G 的 连通 生成 
子 图 ， 又 顶 不 二 次 标 导 ， 故 此 生成 子 图 无 圈 ， 即 它 是 生成 树 。 否 
则 ， 未 标号 的 顶 必 与 已 标号 的 顶 不 连通 , 即 G 为 不 连通 图 ， 
证 毕 。 

6.1.2 DFS 算法 


DFS 算法 是 图 论 中 的 首 变 算 法 ， 为 理解 它 的 思路 ， 我们 追 
溯 到 1690 年 修筑 的 威廉 王 迷 富 ， 它 至 今 还 保存 着 〈 图 6.2) 


图 6.2 
迷 富 法则 ， 任 务 是 从 迷 官 入 口 处 出 发 ， 每 个 走 遍 都 要 搜索 ， 


最 后 再 从 入 口 地 来 .为 了 不 究 需 子 ,我 们 可 以 记 住 哪些 走 廓 已 经 走 
过 , 沿 着 未 走 过 的 通道 尽 可 能 远 地 走 下 去 , 走 到 死胡同 或 那里 已 无 


未 走 过 的 走廊 可 选 时 ， 沿 原 路 返回 ,到 达 一 个 路 口 ,发 现 避 通 往 一 
条 未 走 过 的 赴 廊 时 , 沿 这 一 未 走 过 的 走廊 尽 可 能 远 地 走 下 去 ,…， 
最 后 即 可 搜索 饥 全 部 走廊 和 厅 室 ， 再 由 入 口 处 出 迷 容 。 

相传 雅典 王子 不 修 斯 冲 进 克 里 特 岛 的 迷宫 去 斩 除 吃 人 的 咎 身 
人 面 妖 精米 诺 托 时 ， 为 了 让 不 修 斯 留 下 退路 ， 且 不 忘记 哪些 走 席 
已 被 搜索 ， 公 主 亚 丽 阿 特 湿 给 了 他 一 只 绒线 球 ， 告 诉 他 “把 线 
“的 一 头 栓 在 迷宫 大 门 上 ， 你 呢 ， 一 边 走 ， 一 边 放 开 线 球 。*” 

由 上 述 的 故事 ， 启 发 人 们 设计 了 如 下 的 
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DFS 算法 (Hopecroft, Tarjan，1973)s 
(1) 标志 一 切 边 “未 用 过 ”, 对 每 顶 vEV(G)，hk(v) 0。 
仿 i0,， ve-s， 
(C2) icitl, kei, 
《3) 若 。 无 未 用 过 的 关联 边 ， 转 (5》。 
(4 ) 选 一 条 未 用 过 的 与 关联 的 边 e=wuv, 标志 e “用 
过 ”， 车 有 () 二 0, 转 《3) 和 否则 (RD = 的 ， 了 0 < 也 
< 转 (2)。 
(5) 车 &(v) =1， 止 。 
《6) vof(), 转 (3)。 
R(o) 叫 做 顶 " 的 DFS 编码 ，f《v) 叫 和 顶 v 的 父亲 ，v 叫做 Fo 让 
之 子 ! 以 父 为 已， 以 子 为 头 的 有 向 边 叫 做 父子 边 ， 
上 述 DFS 的 夺 间 复杂 度 是 口 (| 五 |) 
定理 2 G 为 连通 图 ， 则 DF S 中 产生 的 父子 边 导 出 的 子 图 
是 以 为 根 的 外 向 生成 树 . 
证 显然 ， 在 父子 边 导出 的 子 图 上 , 47(s)=0, d (vw)= 1 
(as) 。 父 子 边 导 出 的 子 图 显然 是 无 图 连通 图 《作为 无 向 图 而 
言 ) ， 所 以 是 树 .考虑 序列 vo。，V1， Vs，…， 其 中 有 (V1) = Vir 
《iz0)， 其 中 w =z 夫 s， 因 f(s) 不 存在 ， 故 这 一 序列 止 于 。 
这 些 给 出 从 s 到 v 的 一 个 有 向 轨 。 由 2 的 任意 性 ， 可 见 父 子 边 导 
出 的 子 图 是 以 :为 根 的 外 向 生成 树 ( 图 6.3) 。 证 奉 。 
图 6.3 是 DF 5 执行 过 程 的 示意 图 ,有 方向 的 粗 实 线 尾 为 父 ， 
头 为 子 ， 是 父子 边 ， 它 们 导出 生成 树 ， 而 且 是 以 DFS 出 发 点 
为 根 的 外 向 树 。 
图 6.3 中 的 虚线 是 返回 路 线 ，G 中 非 父子 边 叫做 返回 边 ， 例 
如 sz* 是 返回 边 。 
显然 ， 在 DF S 帘 索 中 ， 每 边 恰 通 过 两 次 ， 又 回 到 出 发 点 。 
如 果 我 们 把 每 条 边 都 再 附着 一 条 重 边 ， 则 G 变 成 了 Euler 图 ， 于 - 
是 DFS 过 程 就 是 沿 Euier 回路 旅游 的 过 程 。 但 是 ， 这 里 不 能 用 
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Fleury 算法 ， 这 里 的 图 整体 结构 是 未 知 的 一 一 就 象 趟 修 斯 不 


知道 迷宫 的 图 一 样 ， 只 知道 所 到 之 也 点 是 几 次 的 ,以 及 执行 BFS 
的 过 程 所 做 的 〈 已 到 的 边 与 陆 上 的 ) 标志 ， 要 求 我 们 探索 出 一 条 
行 遍 性 路 线 ， 再 回 到 出 发 点 ， 可 见 DFS 的 作用 有 两 点 ， 《1) 
能 把 一 个 图 的 未 知 结构 ， 即 边 顶 关联 关系 搞 清 楚 : 《2》 同 时 找 
到 了 一 棵 生成 树 。 

定理 3 在 DFS 中 ，e=ab 是 返回 边 ， 则 要 么 "是 5 之 祖 
先 ， 要么 《是 6 之 后 代 孙 。 

证 设 &(a)<k(b)， 在 DFS 的 活动 中 心 ， 即 算法 中 的 v， 
只 沿 父 子 边 移动 . 车 4 不 是 5 之 祖先 ， 但 由 于 &(a)<<&(b)， 
4 比 b 先 《 生 ”。 则 活动 中 心 移 到 5b 之前， 已 从 4 移 到 4 的 某 个 
前 辈 。 然而 ,由 算法 知 , 仅 当 与 。 关联 的 边缘 被 用 过 后 才 倒 行 至 其 
父 ， 这 说 明 e 已 被 用 过 ， 已 被 发 现 ，&(b)<k(a)， 与 &(a) 
<<h(b) 了 矛盾， 故 6 是 之 祖先 。 

著 (5b) <<h(a)， 则 可 证 得 9 是 6 的 后 代 孙 . 证 毕 。 

例如 图 6.3 中 sv, 是 返回 边 ，s 是 yw 之“ 祖父”, v, 是 5s 
之 “ 孙 ”。 

6.1.3 求 剖 项 与 块 的 算法 

设 连 通 图 C 已 被 DFS 定向 ， 返 向 边 以 祖 为 头 。 我 们 规定 顶 
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的 标号 1(v)， 从 v 出 发 治 有 向 胃 可 以 到 达 的 顶 # 中 h(n) 的 最 
小 值 ， 此 轨 长 可 以 为 0， 但 至 多 允许 含 一 条 返回 边 , 例如 图 6.4 
中 ， 顶 上 第 一 个 数 是 &(v)， 第 二 个 数 是 【(v) 。 
Tv)=7, [vy)=1v)=1()=1, 
Tw) = )=1(v)=2, 


- 图 .4 

定理 4 DFS 中 , e=uv 是 父子 边 ,县 有 (>1，1(o) 六 
RD， 则 4 是 齐 项 。 

证 令 S 是 从 根 + 到 4 的 轨 上 含 ? 而 不 含 4 的 一 切 顶 组 成 的 

合 ! 了 是 0 为 根 的 子 树 上 的 顶 集 。 由 定理 3 ， 不 存在 连接 了 与 

一 (SU{w) UT) 的 边 。 若 存在 连接 tT，sES 的 边 ts， 则 
它 是 返回 边 ， 且 Rs) <h(4)。 这 时 1 了 v) <k(s)<k(w), 与 已 知 
1(v) 之 h(t; 矛盾， 故 ts 这 种 边 不 存在 ， 改 4 是 割 顶 . 证 举 。 

例如 图 6.4 中，vsvs 是 父子 边 , 且 Ra) =2>1,1(v,) =2, 
又 Rs) =2， 由 定理 4，v, 是 割 顶 。 

定理 5 若 4 是 连通 图 G 的 割 顶 ,G 经 过 DFS 后 ,&(4)>>1， 
则 存在 父子 边 “= sz， 合 得 !(o) 之 k(4)。 

证 因 * 的 割 顶 ， 设 三 -{ 呈 划分 成 广大， GIF 和 
是 G-u 的 连通 片 ，i=1,2,…,m( 之 2)， 则 当 这 了 时， 在 G 上 从 
路; 到了; 的 一 切 轨 皆 含 #， 又 有 (W)>1, 4 不 是 有 向 生成 树 的 根 ， 
不 妨 设 rEV,,r 是 根 ， 在 DFS 过 程 中 ， 活 动 中 心 必然 要 通过 
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4， 设 如 是 ozEP 的 第 一 条 父子 边 ， 设 vEV,， 因 无 连通 7, 与 
了 -2 UT) 之 间 的 边 ， 故 10) 守 h(w) 。 证 举 、 

定理 6 -是 DEFS 过 程 中 生成 树 的 根 ，r 是 图 G 的 荐 项 的 
充 要 条 件 是 至 少 有 两 条 以 * 为 理 的 父子 边 . 

证 设 r 是 DFS 的 生成 树 的 根 ， 且 r+ 是 G 的 尖顶 ,六 
7。 是 瑚 -{r 的 一 个 好 分 ，GLF 柯 是 G-r 的 连通 片 ， 
i=1,2,…, 轨 。 i 到 j 时， 从 到 六 ; 的 轨 痢 含 + ， 这 时 没有 起 
于 边 rvu(vEyV;) 而 止 于 Vi 中 顶 的 树 上 有 向 轨 ， 故 至 少 有 两 条 以 
r 为 尾 的 父子 边 。 

设 riorus 是 两 条 父子 边 ， 了 是 根 在 "%, 的 子 树 , 由 定理 3 ， 
无 连 狠 (7T) 与 VCG) 玉 CT)U{r)) 之 顶 的 边 又 六 (G》 
一 VY(T)U{r) 友 BB， 故 r 是 6 的 制 顶 , 证 毕 。 

求 块 和 割 项 的 算法 ， 

(1) 标 一 切 边 未 用 过 ，S= 儿 ， 对 每 项 v€Y(G)，k(v) 
< 二 0，1<0，U<s。 

《2) ii+]l，Roei Toei 把 2 放 入 先入 后 出 存 
储 器 S 。 

《3》 若 "无 未 用 过 的 关联 边 ， 转 〈5) 。 

(4) 选 一 未 用 过 的 边 e=pu#， 标 志 e 用 过 了 , 荔 RD 关 0，} 


令 
To) min{l Cv) Ra) yy 
转 (3》， 否则 (RG4)=0), 令 f4)v,， vou 转 (2》- 
(5) 若 k(f (0))=1, 转 (9) 。 
《6) (f(D) 去 3) 若 oO<RFo)， 则 
fw) min{l fC)), Lo)}, 
转 (8) . 
(7) (1(o) 之 h(f(0))) fv) 是 割 顶 , 把 S 中 包括 v 在 内 的 
v 上 部 之 顶 移出 ， 这 些 顶 连同 fr) 导 岂 一 个 块 。 
(8) vof(v), 转 (3)， 
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(9 》 把 S 中 连同 " 在 内 ” .上方 之 顶 移 出 ， 这 些 顶 连同 s 导 
出 一 个 块 。 

《10) 车 :无 未 用 过 的 关联 边 ， 止 。 

《11) 顶 :是 制 顶 , 令 ves, 转 (4) . 

上 述 算法 的 时 间 复 杂 度 是 O(| 忆 1) 。 

这 个 算法 能 把 连通 图 G 的 一 切割 项 和 块 找到 。 


6.1.4 有 向 图 的 DFS 


有 向 图 的 DFS 算法 : 

《1 ) 标志 每 条 边 末 用 过 ， 对 每 个 顶 EV(G)，k(v) 呈 0， 
ie-0，f(z) 未 定 ，v<-s (sEV(G)， 是 搜索 的 出 发 点 )。 

(2) icitl, R(ti, 

(3 ) 若 无 以 v 为 尾 的 未 用 过 的 边 ， 转 (5) 。 

(4 ) 选 一 条 末 用 过 的 边 e=vs， 标 志 e 已 用 过 . 若 &(w) 
六 0, 转 (3) ;着 RR(w)=0, f(D)e-v， uc 转 (2) 。 

(5) 着 fo) 已 确定 ， vf (v0), 转 (3) 。 

(6) 若 f(v) 未 确定 选 顶 4 满足 ED =0, vos， 转 
4(2)， 

《7 》 止 《所 有 顶 缘 被 搜索 ) 。( 图 5.5,》 

上 上 述 算法 的 时 间 复杂 度 为 0 (|E|) 。 
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有 向 图 经 DFS 后 ， 边 划分 成 四 类 ， 

(1)》 盆子 边 导出 G 的 生成 林 。 

〈2 ) 返 棚 边 后代 通 向 祖先 之 边 . 

《3 ) 前 进 边 ”祖先 通 向 后 代 孙 之 边 。 

〈4 》 模 跨 边 ”生成 林 之 间 的 边 。 
例如 图 6.5 中 ，aizsypiptopeysyyszesus0i 为 父子 边 ， 生 成 林 
用 粗 实 线 表示 ;vs0, 是 返 祖 边 ， op: 是 前 进 边 :usbsyosu 是 
横 跨 边 。 


6.1.5 求 极 大 强 连通 子 图 的 舞 法 


在 有 向 图 G 中 ，x, yc (G)， 且 存在 有 疝 轨 已 x,y) 时 ， 
则 做 x 可 达 ?+ 著 % 可 达 y》，y 可 达 x*， 则 记 成 x 一 y。 《~” 
是 一 种 等 价 关 系 ， 即 “~” 是 自 反 的 ， 对 称 的 和 可 传递 的 关 
系 ,我 们 用 “~” 把 让 (G) 划分 成 若干 等 价 类 ， 每 一 等 价 类 之 导 
出 子 图 叫做 G 的 极 大 强 连通 子 图 。 

求 棚 大 强 连通 子 图 的 重 法 ， 

(1) 标志 一 切 边 未 用 过 ， 对 每 一 项 PFCG)，R(o) < 一 0 
了 (未 定 ，3 = 如，ie-0， 活 动 中 心 us (sEV(G))。 

(2) joiflkD) i100) i， 把 v 放 入 S。 

《3 ) 若 无 以 ” 为 尾 的 未 用 过 之 边 ， 转 (7) 。 

(4) 选 一 未 用 过 的 边 。=vu, 标志 e 用 过 了 车 有 (4》 
=0,， 则 f(Dv, veu, 转 (2) 。 

《5》 落 各 (从 >>RKo) (e=vu 是 前 进 边 )， 转 (3)， 车 h(n》 
<k(V), ES, 转 (3)、 

(6) kw) kV), ES, 令 

Temin(1(y), k(OD)}; 转 (3)， 

《7) 若 1(v) =&(v)，、 则 下 至 v 的 S 中 之 顶 全 部 移出 , 它 
们 导出 一 个 极 大 强 连 通 子 图 。 

(8) 车 fo0) 已 确定 ， 则 
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ToD)eminfitfo)) TD))}, vef(v) 转 (3)》。 

《9) flv) 未 定 , 洲 存 在 uwEV(G)，k(w) =0, 则 v4, 转 
《2) 。 

《10》 北 〈 一 切 顶 被 搜索 ) 。 

上 述 算 法 之 时 间 复杂 度 是 O(IE 


6.2 平面 嵌入 算法 


Kuratowsky 定理 给 出 图 为 平面 图 的 充 要 条 件 ， 但 要 检验 C 
中 究竟 有 无 区 。 与 K,., 的 同 胚 图 ， 我 们 并 无 良策 。 本 节 给 出 一 
个 平面 嵌入 算法 ， 算 法 终 下 时， 得 到 了 平面 嵌入 者， 自然 为 平面 
图 ， 否 则 为 非 平面 图 。 这 个 算法 是 有 效 算 法 ， 不 但 是 一 种 平面 性 
判定 ， 面 县 当 图 是 乎 面 图 时 ， 给 出 绘制 一 种 包 入 图 的 程序 。 我 们 
这 里 介绍 的 是 1966 年 Lempel，Even 和 Cederbaum 给 出 的 所 
谓 “ 顶 点 添加 平面 鳞 入 法 ”. 


6.2.1 st 编码 


因为 G 为 平面 图 的 充 要 条 件 是 G 的 块 皆 平 面 图 ， 不 妨 认 为 
G 是 一 个 块 来 考 语 其 平面 嵌入 问题 。 

取 e=stEE(G)， 称 满足 下 列 条 件 的 一 一 映射 9 为 面 的 s+ 编 
码 : 


加 


93 7(G) 一 {1,2， 0}, 
使 得 
C1) gle)=1l (2) g() = (3) UKEFCG) -{s,t), 
则 存在 2 的 两 个 邻 顶 4 与 w， 有 
gM) <g(0) <g(w), 
是 否 任 意 的 图 ( 块 ) 都 有 st 编码 ? 如 果 有 ， 如 何 编 ? 为 此 
首先 建立 一 个 寻 路 算法 (Path finding algorithm) , 代号 PFA。 
PFA 算法 ， 
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(0) 对 G 执 行 DFS5, 上 且 取 R(t)=1, RS) =2( 即 上 是 
DFS 之 出 发 点 ，s 是 t 的 儿子 ) ,把 顶 s,t 及 边 ts 标 成 “ 老 的 ”， 
其 余 边 顶 兴 标 成 “新 的 ” ， 

《1) 车 愉 V(G)， 存 在 新 的 返回 边 e=vw，(h(w) < 和 Cv)》 
则 标 。 为 老 的 ， 得 路 vm, 止 。 

《2 ) 车 存在 新 的 父子 边 e=vw(h(w) >>h(v)), 从。 开始， 
追踪 定义 1w) 的 路 《〈 沿 父子 边 前 进 ， 通 过 一 条 返回 边 在 一 项 * 
处 结束 ， 其 中 Cw) =1(w)) 。 把 此 路 上 的 一 切 顶 与 边 标 成 老 的 ， 
止 。 

(3 ) 车 存在 新 的 返回 边 e= wu (hk(w)>h(v)),， 则 人 只 e 及 
父子 边 道行 直至 一 个 老 顶 ， 此 路 上 的 一 切 顶 与 边 标 以 老 的 ， 止 。 

(4 》 一 切 与 关联 的 边缘 老 的， 产生 空 路 ， 正 。 

上 述 算 法 时 间 复 杂 度 是 O(|E1)， 

定理 7 导 路 算法 总 从 老 硕 v 开 始 ，v 关 1t， 则 老 顶 之 租 先 也 
是 老 的 。 

证 用 归纳 法 来 证 、 若 "= s，s 之 祖先 是 4，t 是 老 的 ， 命 题 
成 立 。 假 设 已 进行 了 上 次 各 路 ， 每 次 锋 从 老 顶 出 发 ， 且 老 顶 之 祖 
先 蓄 老 项 海 虑 p+ 1 次 导 路 之 后 ,从 寻 路 的 四 个 步骤 可 以 看 出 ， 
其 中 任何 一 条 热 行 时 ， 命 题 结论 仍 正确 。 证 毕 。 

定理 8 6 是 坎 ， 从 老 项 "出 发 〈v 关 纪 导 路 ， 则 每 次 产生 
一 个 过 新 边 新 项 的 路 ， 此 路 止 于 另 一 个 老 项 ， 或 是 " 的 一 切 关 联 
边 尼 为 老 的 ， 产 生 空 路 。 

证 只 需 考查 寻 路 算法 中 的 (2 ) . 因 G 是 块 ，" 非 割 顶 ， 
则 !Cuw)<R(o)， 故 《2 》 导 路 之 终止 点 4 是 0 之 祖先 ， 由 于 sv 是 
老 的， 由 定理 7 ， 所 以 也 是 老 能 。 证 毕 ， 

st 编码 算法 : 

《1) ie1,，s,1ES，s 在 1 之 上 方 。 

(2 车 "在 5 之 顶部 ,把 "从 S 中 移出 车 v=1,，g(:》 
< 止 。 
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《3) 若 z 关 ft 对口 执行 寻 路 算法 ， 落 从 ” 始 寻 到 的 是 空 
路 ， 则 9(o)<ei iei+j 转 (2)》。 

〈4) 车 得 的 路 非 空 ， 设 它 是 叫 aasu， 按 #1 5411， 
… W24199 的 顺序 把 它们 放 入 S， 转 (2)。 

上 述 算 法 的 时 间 复 杂 度 是 OCIE1)。 

定理 8 st 编码 算法 给 出 一 个 st 编码 . 

证 我 们 从 算法 发 现 三 个 事实 ， 

《i ) 没有 一 个 顶 同 时 出 现在 $ 的 两 个 或 更 多 的 位 置 上 。 

ii) 一 县” 吊 现 在 S 中 ，S 中 在 v 下 方 的 顶 直到 "得 到 编 
码 前 是 不 会 得 到 编码 的 . 

Ciii) 仅 当 与 ”关联 的 边 攻 “ 老 的 ”时 ,此 顶 才 从 S 中 移出 ， 
不 再 进入 S 。 

下 面 来 证 上 被 移出 S 之 前 ， 每 个 顶 都 会 被 放 入 S 。 因 为 开始 
时 上 与 3 已 在 S 中 ， 我 们 只 考 开 *#s， 为 因 G 是 块 ， 则 从 s 到 
2 有 一 条 不 过 t 的 轨 。 设 此 轨 为 su.4,…4i-i0， 且 如是 未 放 入 
S 的 第 一 个 顶 ， 这 里 s=41,0=41。 因 4.-, 放 入 了 S， 册 (ii)， 
+t 只 能 在 #。-, 之 后 被 移出 ， 且 由 (iii)，4。-;: 被 移出 ,只 ,能 在 
与 之 关联 的 一 切 边 血 老 之 后 ， 所 以 s。 必 于 ! 被 移出 前 放 入 S 。 

下 面 证 明 得 到 的 是 st 编码 。 

因为 每 项 放 入 5S 后 ， 终 于 要 被 移 出 ， 所 以 每 顶 得 一 编码 
go。 显然 3(s)= 1， 因 为 * 是 第 一 个 被 移出 者 。 以 后 的 赋值 是 
递增 的 ， 故 g(z) = 。 其 它 顶 第 一 次 放 入 S 时 ， 是 做 为 一 路 之 内 
顶 , 故 在 S 中 ,此 顶 下 方 还 有 一 个 在 G 中 相 邻 的 项 ,上 方 也 有 一 项 
是 此 项 在 G 中 的 邻 顶 。 由 (ii)， 在 此 顶 上 方 的 那个 顶 编号 小 ， 此 
顶 下 方 的 那个 顶 的 编号 大 ， 故 9 是 一 个 st 编码 ,证 毕 , 


6.2.2 ”顶点 添加 平面 做 入 算法 


设 G 是 块 , 已 被 st 编码 ， 我 们 用 顶 点 的 st 码 来 称呼 该 顶 。 
下 = {1,2,…,?}。 我们 把 G 定 向 ， 使 每 有 向 边 满足 尾 小 于 头 ， 
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于 是 : 

《1) d* 0) =0，1 是 唯一 的 “ 源 ”， 只 出 不 入 。 

《2 ) 路 人) =0, ?2 是 唯一 的 “ 坑 ”， 只 入 不 出 。 

《3)vE{2,3,……y 一 1}，d*(v)rd- lv) 天 0，v 非 源 非 坑 ， 
有 进 有 出 。 

记 C' 是 平面 图 G 之 平面 嵌入 ，G = GL[{1,2,…,&}]。 

引 还 1 设 CG* 是 含 于 G' 中 的 G, 之 平面 嵌入 , 则 G' -VV(G%) 
的 一 切 项 与 边缘 庶 在 G 的 一 个 夯 内 部 ， 其 中 &<v。 

证 G' -VCG%) 的 顶 集 非 室 ,而 VG -~- 扩 (Go )nFCGA 
= 多， 所 以 存在 Gy 的 一 个 面 1 ，f 内 部 含 G -VV(G%) 的 若干 
个 项 , 又 因 f 的 边界 上 的 顶 久 小 于 f 内 部 的 顶 (了 内 之 顶 是 VCG' 
~V(Gs)》 中 的 ， 都 比如 大 ) ， 于 是 内 的 最 大 的 顶 必 为 坑 ， 不 
然 ， 有 一 边 以 它 为 尾 ， 此 边 之 头 是 比 尾 更 大 的 顶 ， 此 头 不 在 了 
内 ， 必 在 了 的 边界 上 ， 而 / 上 的 顶 属于 CG*， 都 不 大 于 & ,矛盾 。 
又 G 只 有 一 个 坑 。 所 以 了 内 部 含有 G' -大 (Gx) 的 一 切 顶 与 边 ， 
不 然 ， 在 G* 的 另 一 个 面 P 内 仍 有 G’ -了 V(G%) 的 项， 于 是 同 理 
得 知 f' 内 亦 有 坑 ， 与 坑 的 唯一 性 相 违 .证 毕 。 

由 引 理 1， 我们 可 以 把 G' ~-F(Gt)》 的 边 与 顶 嵌 在 G4 的 外 


面 内 。 
我 们 如 下 地 生长 一 个 灌木 3,， 把 Gi 的 顶 按 st 号 码 放 在 从 
第 一 层 到 第 层 的 水 平 线 上 ， 青 画 上 边 , 实现 G, 的 平面 嵌入 
Gx。 再 从 G4 的 项 出 发 不 交叉 地 茵 出 进入 V(G) -六 (G。) 的 一 切 
边 ， 不 过 这 些 边 的 头 画 在 最 高 层 的 水 平 线 上 ， 其 中 两 条 边 有 同一 
个 头 时 ， 也 画 成 两 个 头 。 再 把 这 些 头 标 志 以 在 G 中 的 sf 编码 。 
这 时 ,可 能 有 几 个 在 最 高 层 的 顶 有 相同 的 号 码 ， 它 们 在 G 中 本 来 
是 同一 个 顶 。 

我 们 把 上 述 最 高 层 的 顶 思 做 吕 报 项 ， 以 虚拟 顶 为 头 的 边 叫 只 
报 边 (图 6.6 与 图 6.7) 。 

车 B; 的 &+1 号 虚拟 顶 连贯 地 出 现在 最 高 层 ， 我 们 把 这 些 
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A+ 1 号 虚报 顶 重 合成 一 个 顶 , 保 持 其 关联 的 边 不 交叉 ,并 把 此 项 从 
第 ” 层 拉 下 来 ， 放 在 第 &+I 层 上 ， 


© 再 把 从 &+1 号 顶 出 发 的 虚拟 边 与 虚 
GCKRO 拟 顶 画 好 ， 得 到 灌木 Bi;,, 这 一 过 


程 车 总 能 进行 ， 则 可 得 灌木 B,， 即 
得 到 了 G 的 平面 嵌入 。 
问题 在 于 要 有 办 法 解决 虚拟 顶 上 


@ (s) 同一 号 码 在 第 层 水 平 线 上 不 连贯 册 
现 的 情形 。 为 此 我 们 讨论 图 《来 必 是 
图 6 块 ) 的 元 件 概念 。 
在 G-o 中 取 -连通 片 G,，GLZ(G,)U {0 叫做 G 的 关于 
= 的 一 个 元 件 。 


图 6.7 


引 理 2 设 ” 是 日 ,的 一 个 副 顶 ，"> 1， 则 愉 有 中 ,的 关于 
二 的 一 个 元 件 ， 含 有 比 " 小 的 项 ， 

证 由 sf 更 之 定义 ， 任 到 2EFBD)，1<a<az 不 妨 设 
4>1， 存 在 0 < WuEE(B,) 存在 Wy < EB(B,)s 
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…， 于 是 找到 了 一 条 从 1 到 4 但 不 超过 "的 道路 。 即 一 切 芷 "小 
的 顶 在 8, -5 的 同一 个 连通 片上 ,于 是 v>1 时 , 恰 有 一 个 元 件 含 
比 z 小 的 顶 ,证 毕 。 

引 理 2 的 意思 是 ， 着 v 是 B, 的 割 顶 ， 除 去 含 1 的 那个 关 于 
v 的 元 件 ， 其 它 关 于 v 的 元 件 中 ，v 都 是 最 小 顶 、 而 这 些 以 2 为 
最 小 《 低 ) 的 顶 的 每 个 元 件 又 是 以 2 为 根 的 子 灌木 ， 每 个 子 灌木 
可 以 以 "为 根 翻 转 180” (我 们 约定 根 在 最 下 方 ) 或 者 把 同根 的 灌 
木 们 位 置 进行 置换 ， 以 期 &+ 1 号 虚拟 顶 在 最 高 层 连贯 地 出 现 ， 

(图 6.8) 。 


在 图 6.8 中 画 的 是 一 个 8,， 我 们 可 以 如 下 地 施行 翻转 与 置 
换 ， 使 最 高 层 8 号 连贯 ，1 与 8 导出 的 元 件 与 1 与 9 导出 的 元 件 
对 换 ， 再 把 1，4 ,5 ，8 ，9 导出 的 元 件 翻转 ， 轮 换 到 最 右 便 ， 
则 会 出 现 最 高 层 的 排列 9 ,9 ,9，8，8，8，9， 于 是 8 号 连 
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贯 出 现 。 

引 理 3 设 时 黔 8B, 的 块 ， 广 ( 甩 ?三 (3 0 3 
:9s 又 是 日 ,一 (于 ) 中 边 之 端点 ， 则 所 有 的 yy,，…， 
3 在 3, 的 每 一 种 平面 做 入 形成 的 灌木 B 中 都 在 五 的 平面 嵌入 
HH' 的 外 面 边界 上 ， 且 面 序 相 同 〈 可 以 是 版 时 针 也 可 以 是 道 时 针 
排列 ) 。 

证 设 在 号 中 ， 五 的 戏 入 为 再 ， 则 9 :yy 是 如 < 
一 世 (H' ) 的 边 之 端点 ， 所 以 y;，y:，"… sy， 在 及 的 外 面 边界 上 
是 显然 的 。 

设 Bx, BA 是 人 @ 的 两 个 不 同方 式 画 出 的 灌木 ,五 是 其 中 的 块 ， 
玉 的 捞 入 分 别 为 Hi ，H”。 车 y,, yi 在 及 的 外 边界 上 相 邻 ， 
但 在 五 * 外 边界 上 不 相 邻 ， 则 HH” 的 外 边界 上 有 另外 两 个 顶 ys， 
3》 它们 电离 了 yi,Y1, 在 坟 ' 中 有 两 条 轨 Pi(y;,》1) 与 
卫 ,(y4，Y 1)， 它 们 无 公共 顶点 ， 但 在 H? 中 这 样 的 两 条 轨 不 存 
在 ,矛盾 。 所 以 B, 不 同 的 画 法 不 影响 y,，y,，… ,3》. 在 五 的 媒 入 
中 在 外 边界 上 的 相 邻 关系 。 证 毕 。 

定理 10 设 Bi 与 B: 是 G。 的 两 个 面 木 则 存在 有 限 个 
了 的 元 件 的 翻转 与 杆 换 ,使 得 Bx 变 成 Bx'， 且 BY 与 呈 中 诬 报 
项 出 现 的 次 序 一 致 . 

证 ”对 顶 数 进行 归纳 证 明 ， 

车 呈 k 与 如 只 有 两 个 项， 命题 自然 成 立 。 

候 设 对 顶 数 生 bp 一 1 的 灌木 B* 与 B% 定理 已 成 立 ， 考 虑 顶 数 
为 p 的 两 个 灌木 BL,Bi， 令 v=1 ( 根 ) 。 

(i ) 车 v 是 B% 与 B4 的 割 项 ， 我 们 把 关于 "的 元 件 ( 子 
灌木 ) 排列 得 虎 序 一 致 ， 由 归纳 法 假设 ， Bt 中 的 每 一 以 vz 为 根 
的 子 灌木 可 以 通过 有 限 次 元 件 翻转 与 置换 而 使 其 虚拟 项 的 排列 与 
了 B4 中 相应 的 子 灌木 一 致 。 从 而 定理 成 立 。 

Cii) 荐 5b 不 是 有 B 与 Bh 的 割 顶 , 设 蝇 是 含 0 的 块 ， 在 Bi 
与 B% 中， 顾 的 险 入 分 别 是 再 ' 与 昌 ”。 设 {y 4,3 2,…,yo} 是 日 
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之 顶 集 的 子 集 ， 且 yy? 都 是 瑟 (Bx) -已 (好 ) 中 边 之 
端点 ， 由 引 理 3 ，》 ,3?:，…?。 都 出 现在 恕 ' 与 五 的 外 面 边 
界 上 . 若 绕 行 顺序 相反 , 则 可 把 百 * 翻转 而 使 y,，y,,…,y。 按 同 
一 绕 行 方向 在 右 ” 与 HH” 的 外 边界 上 硕 序 一 致 ， 由 引 理 2 ， 每 个 
yi1(i=1,2,… ,多 ) 尼 为 某 个 子 灌木 之 根 ， 且 这 些 子 灌 本 在 BB 与 
B4 中 的 出 现 次 序 ， 由 引 理 3 ,可 以 经 置换 变 得 一 致 。 又 由 归纳 法 
假设 ， 每 个 上 述 的 子 灌木 可 经 有 限 次 翻转 与 置换 ， 使 相应 的 子 灌 
木 上 的 虚拟 顶 出 现 的 次 序 一 致 ， 进 而 Bi 与 B4 的 虚拟 项 出 现 的 
次 序 一 致 。 证 毕 。 

由 引 再 1 知 ， 我 们 把 G 答 入 平面 时 ， 可 以 把 G' -VY(G%) 的 
边 与 顶 屿 在 G4 的 外 面 内 ， 所 以 存在 一 种 召 .， 使 得 &+1 号 虚拟 
顶 在 最 高 层 连贯 出 现 ， 仿 车 我 们 在 画 治 木 8. 时 ， 最 高 层 上 + 1 
号 虚拟 顶 未 能 连贯 出 现 ， 由 定理 10, 我 们 总 可 以 通过 元 件 的 翻转 
与 置换 而 使 其 + 1 号 虚拟 顶 在 景 高 层 连贯 出 现 , 进而 得 到 By 
日 ,1，，…,B,-,， 最 后 得 到 GG/ . 


本 章 我 们 介绍 了 图 论 中 的 三 个 基本 算法 , 尤其 是 DFS 算 
法 ， 应 当 领会 它 的 “ 走 一 步 是 一 步 ， 走 不 通 时 则 倒退 ”的 摸索 精 
神 ， 它 的 优点 在 于 无 需 知道 到 的 整体 结构 ， 即 可 把 图 遍历 ， 而 且 
还 能 得 到 生成 树 和 有 向 图 的 生成 林 。DF S 是 很 多 图 论 算法 的 基 
础 ， 例 如 本 章 讲 的 st 编码 。 

平面 图 的 平面 嵌入 算法 不 目 一 种 ， 我 们 这 里 介绍 的 顶点 添加 
算法 是 其 中 最 直观 最 生动 的 方法 之 一 ， 它 用 生长 灌木 的 形象 来 进 
行 ， 通 俗 易 慌 ， 便 于 掌握 。 而 且 ， 当 这 一 算 靶 不 能 实现 平面 伐 入 
时 ， 我 们 便 判定 图 是 非 平面 图 、 


习 题 


1 证 明 DFS 得 到 的 生成 树 上 ， 一 个 团 的 一 切 顶 必 出 现在 
一 条 有 向 道路 上 ， 它 们 是 否 连贯 地 出 现 ? 论证 你 的 回答 。 
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2 设 G 是 连通 图 ， : 

(0) 顶 4 于是 齐 顶 的 充 要 条 件 是 当 G. 上 DFS 终止 时 ， 存 
在 父子 边 so， 不 存在 返回 边 xy， 使 得 < 是 ”的 后 代 ，y 是 4 的 
祖先 。 

(68) 设计 一 个 时 间 复杂 度 为 O(11) 的 求 齐 顶 的 算法 ， 生 能 


3 C 是 有 向 图 上 的 有 向 图 ， 执行 DRS 时 ，o 是 C 上 Cv)》 
最 小 者 ， 则 是 DFS 所 得 生成 林 中 一 个 子 树 之 根 ， 生 C 的 一 切 
顶 潍 在 此 子 料 上 ， 

4。 设 计 一 个 求 桥 的 算法 ， 

5。 玫 顶点 添加 嵌入 法 讨论 Petersen 图 是 将 平面 图 . 

6。 用 顶点 添加 算法 把 下 面 的 图 6.9 嵌入 平面 。 


A 


图 6.9 
7 图 6.10 是 否 平 曾 图 ?用 顶点 洪 加 算法 讨论 之 。 


图 6.10 
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7 匹配 理论 及 其 应 用 


7.1 匹配 与 许配 


让 我 们 从 一 个 古典 问题 谈 起 ， 这 个 问题 就 是 组 合 数 学 当中 著 
名 的 婚配 问题 ， 某 团体 有 若干 未 婚 的 姑娘 和 小 伙 子 ， 所 有 的 姑娘 
都 已 到 结婚 年 龄 。 如 果 没 有 另外 的 条 件 限 制 ， 为 了 满足 姑娘 们 的 
愿望 ， 唯 一 的 必 备 条 件 是 ， 可 供 选 泽 的 小 伙 子 至 少 楼 和 姑娘 一 样 
多 .但 每 个 寻 娘 者 不 会 草率 处 理 终身 大 事 ， 她 们 往往 会 排除 一 些 
小 伙 子 作为 她 的 可 能 艾 配 偶 ， 于 是 ， 实 际 上 有 一 个 她 认为 是 可 以 
接受 的 配偶 的 名 单 ， 问 ， 

《1 ) 这 个 团体 时 的 每 个 姑娘 是 否 都 可 以 与 她 自己 认可 的 小 
伙 子 结婚 ? 

显然 这 并 非 永远 可 以 ， 因 为 或 许 有 三 位 寻 女 ， 她 们 手头 上 的 
名 单 都 只 列 出 两 个 小 伙 子 ， 而 且 三 张 名 单 竟 完 全 一 样 ! 既然 并 非 
永远 可 行 ， 那 么 ， 问 ， 

(2 》 在 什么 条 件 下 可 以 满足 每 位 姑娘 的 心 麻 ? 当 这 种 条 件 
不 具备 时 ， 又 问 ， 

(3) 最 多 有 几 位 姑娘 的 愿望 会 得 以 满足 ? 

(4 》 如 何 匹 配 ， 才 会 合 婚 后 这 个 团体 的 家 庭 最 为 美满 ? 

提请 读者 注意 ， 这 里 讲 的 不 是 笑话 或 游戏 ， 这 四 个 问题 十 分 
典型 ， 事 实 上 ， 有 很 多 实际 问题 ， 它 的 数学 模型 与 上 述 婚配 问题 
的 数学 模型 是 一 样 的 ， 为 了 解决 诸如 此 类 的 问题 ， 发 展 了 一 整套 
数学 理论 和 有 效 算法 。 这 些 ， 正 是 本 章 所 要 研究 的 内 容 。 本 章 仍 
研究 无 向 单 图 

定义 1 MESEE(G)，Yet，eiEM，er，ei 不 相 邻 ， 则 称 邓 
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是 图 G 中 的 一 个 匹配 ;1 中 的 一 条 边 之 两 个 端点 叫做 在 W 之 下 相 
配 ， 呆 中 的 每 个 端点 称 为 被 计 许 配 ， CG 中 每 个 项 此 被 村 许配 时 ， 
术 称 为 完备 苞 配 ，G 中 已 无 区 配 M ， 使 得 ]M 1> 1M1， 则 称 M 
为 最 大 匹配 . 

图 7.1(o》 的 粗 实 线 表示 一 个 最 大 匹配 ，(8) 中 粗 实 线 表示 
一 个 完备 匹配 《当然 是 最 大 匹配 ) 。 


(8) 
图 7.1 


例 1 Bernoulli-Euler 错 放 信 竺 问题， 

某 人 给 六 个 人 各 写 了 一 封 信 ， 淮 备 了 六 个 写 有 收 信 人 地 址 的 
信封 ， 招 有 多 少 种 投放 信 签 的 可 能 ， 使 每 份 信 签 与 信封 上 收 信和 人 
不 相符 ? 

解 设 信 笑 为 x:,， 信封 为 y:，i=1, 2,3, 4,，5, 6. xi 
与 ;是 相符 的 ， 于 是 问题 转化 为 求 图 7.2 中 的 图 G 有 多 少 不 同 
的 完备 匹配 ， 我 们 把 这 个 数目 记 成 9 (6)。 


xi 与 y :相配 时 ， 完 备 匹配 的 个 数 等 于 从 图 G 中 删除 顶 x 与 
》: 后 所 得 的 图 Gs, 中 完备 匹配 的 个 数 ， 这 个 数 记 成 几 (5)。 
在 @G 中 ， 若 x* 与 y， 相配 ， 则 刚 (5) = 9( 人 5 车 x, 不 与 >; 
相配 ， 则 少 (5) = 9 (5) 。 于 是 G 中 x, 与 ,相配 时 ,可 得 9(5) + 
P(4) 个 完备 匹配 同 理 ， x 与 y，(3<) 和) 相配 时 ， 亦 有 
兄 (5) +p(4) 个 完备 匹配 ， 故 p(6) =5[2(5) +p(4) 2 同 理 可 
得 Pp(5) =[Pp(4D)+ P83), 9( 和 =3[2(3)7+9(2]， 9p(3) 
=2[p(2) P01)]， 而 (2) =1,p(l) =0， 故 得 pp(6) = 265, 即 
可 能 有 265 种 投放 错误 。 

一 般 地 ， 有 递 推 公式 《rn 封 信 ) ， 

P= DLP nl) + pn -2)], Pp(2)=1, 

定义 2 所 是 G 上 的 匹配 ，G 中 有 一 轨 ， 其 边 交 蔷 地 在 一 
虹 和 几 中 出 现 ， 则 称 此 执 为 G 中 对 的 交错 轨 。 涛 对 的 交错 执 的 起 ， 
止 项 叫 未 被 1 许配 ， 则 称 此 执 为 M 的 可 增 广 执 。 

图 7.3 中 Diz:vso, 是 可 增 
广 轨 ， 其 中 于 ,={osos} 是 一 
个 匹配 ， 我们 可 以 取 新 的 匹配 
| 
之 | 用 ,1 这 正 是 增 广 的 含义 , 即 
可 以 把 可 增 广 轨 上 不 在 匹配 中 的 6 2 & 
边 放 入 匹配 中 ， 而 把 原 属 于 匹配 
的 边 从 区 配 中 去 掉 ， 得 到 的 新 区 
配 比 原来 的 匹配 边 数 增 大 1 。 


7.2 匹配 基本 定理 


我 们 把 4 与 8 两 个 集合 的 对 称 差 记 成 48, 定义 4B 
= (4UB) (4NB) ,显然 4 合 3=B 昌 4， 故 名 对 称 束 .符号 合 ; 
也 可 写成 加 。 
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下 面 是 Berge，Hall，K5nig 和 Tutte 的 四 个 著名 定理 。 

定理 1 (Berge，1957) 对 是 G 的 最 大 匹 枯 的 充 要 条 件 是 
中 无 双 的 可 增 广 轨 。 

证 设 到 是 G 的 最 大 匹 忠 ， 但 G 有 一 个 可 增 广 轨 ， 则 可 以 把 
型 的 边 数 增加 1 ， 与 好 是 最 大 匹配 矛盾 ， 故 这 时 C 中 无 于 的 可 增 
广 轨 。 

下 面 证 充分 性 。 己 知 G 内 不 含 匹配 好 的 可 增 广 轨 ， 要 证 人 
是 最 大 苞 配 。 若 于 不 是 最 大 匹配 ， 则 存在 另 一 王 配 M'，IM1'j 
>iMIi, 令 


H=GIMOM’1, 

则 如 中 项 的 次 数 非 1 则 2 ， 因 为 右 的 项 至 多 与 可 的 一 条 边 ，MM' 
的 一 条 边 相关 联 ， 又 不 会 有 零 次 项 。 故 五 的 连通 片 ， 或 是 好 与 
寻 ' 的 边 交 错 出 更 的 一 个 候 轿 ， 或 是 对 与 于 ' 的 边 交错 出 现 的 一 
条 轨 ， 又 因 1M“1> 1 型 |， 赦 五 中 的 边 于 中 的 比 交 中 的 多 ， 所 
以 ， 必 有 万 的 某 个 连通 片 是 轨 ， 且 此 轨 以 形 ' 的 边 为 起 止 边 ， 于 
是 得 到 了 的 可 增 广 轨 ， 与 G 中 无 M 的 可 增 广 轨 矛盾 . 证 毕 。 

定义 3 ASV(G), V(G)》 中 与 4 中 项 相 邻 的 项 所 成 之 集 
合 记 成 VCA4)， 思 做 4 的 驾 集 、 

定理 2 Hall，1935) G 是 二 分 图 ， 项 集 划 分 成 六 与 Y，G 
中 存在 把 筷 中 项 省 许配 的 匹配 之 充 要 条 件 是 ， 对 一 切 5X， 
IN(S) I>1S]. 
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设 G 中 含 把 中 每 项 皆 许 配 的 匹配 计 ， 且 令 5 是 鲜 的 子 集 ， 
则 5S 中 各 顶 蛮 被 许配 ， 故 | NN (5S) 1 之 |S1。 
反之 ,车 一 切 SEG， 有 [IN(S)| 之 |S1, 但 G 中 没有 把 XX 
中 顶 皆 许配 的 匹配 设 MM* 是 G 的 一 个 最 大 匹配 ，MM* 也 不 能 把 多 
中 的 顶 都 许配 ， 令 4 是 一 个 X 中 未 被 愉 * 许配 的 顶 (图 7.4) ， 
了 又 令 Z 是 被 M* 的 交错 轨 与 4 相连 通 的 项 点 集合 ， 因 M* 是 最 大 
匹配 ， 由 Berge 定理 ，4 是 Z 中 仅 有 的 未 被 M* 许配 的 项， 取 
S=ZNX, T=ZNY, 
显然 ，5S - {4) 中 的 顶 在 MM* 中 与 了 中 的 顶 相配 ， 于 是 
ITI=1S1-1, N(S)=7, 


故 得 

1S1= IN(S)| +1, 

与 |NW(S)|>>191 矛 盾 。 证 毕 。 
推论 1 G 是 上 次 正则 2 分 图 8>0， 则 G 有 完备 匹配 。 

证 设 G 之 项 的 二 分 图 划分 为 XX，Y， 则 &[XX| =e =&|Y|， 

有 >0， 故 | 无 | = IY|. 令 5S 是 XX 中 任 一 非 完 子 集 ，E, 与 已 , 分 别 

表示 与 5S 及 入 (S$S》 中 顶 相关 联 的 边 集 ， 由 入 (5) 之 定义 ， 互 ,三 

巨 ,， 故 


kINCGS)|= |E,|> IE =&]S), 

于 是 | 入 (5)| 宇 15|， 由 Hall 定理 ，G 中 有 把 多 中 顶 避 许配 的 
配 必 ， 叉 因 |XX| = ] 了 |， 故 好 为 完备 匹配 ， 证 毕 . 

定义 4 KCyV(G)， 且 的 每 一 边 至 少 有 一 个 端点 属于 K， 
则 称 必 是 图 G 的 一 个 覆 益 。 车 天 是 一 个 覆 蕉 ,vvEK,KK 一 {0) 不 是 
覆 琢 ， 则 称 攻 为 极 小 覆 菇 ， 若 帮 为 覆 妆 ， 但 礼 无 覆 益 K'， 使 得 
IK'| <IKI， 则 称 攻 为 最 小 覆 益 ,用 a(G》 囊 示 G 中 最 小 覆 尊 之 
项 数 ，c(G) 称 为 G 的 覆 莫 数 。 

* 例 如 图 7.5 中 的 黑色 顶 是 一 个 极 小 豫 盖 ， 同 时 也 是 一 个 最 
小 恒 盖 , -a(G) = 4。 这 里 覆盖 一 词 的 含义 是 顶 履 盖 全 体 边 ， 即 攻 
是 覆盖 ， 则 G -五 为 无 边 图 。 任 意 一 个 匹配 M， 痢 满足 


三 
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a(@)2|M|, 
定理 3 (Kinig，1931) 在 二 分 图 中 ， 答 MM* 是 最 大 正 配 ， 
六 是 最 小 覆 划 ， 则 1M*| = |K| 
=a(G) 。 
证 设 M* 是 二 分 图 如 中 的 最 大 
匹配 ,F(G) 的 二 分 图 划分 为 天 与 Y， 
著 M* 把 天 中 一 切 顶 皆 许 配 , 虽 |M*| 
= | 邱 |， 这 时 ， 显 然 允 是 一 个 最 小 替 
盖 ， 故 1M "1= ca(G) 。 
沙 存 在 未 被 M* 许配 的 顶 ， 令 U 
7 是 关中 未 被 可 “许配 的 顶 之 集合 (图 
7.6) ，Z 是 由 M* 的 交错 轨 与 尽 中 项 相连 通 的 顶 之 集合， 且 令 
5=ZNX, T=ZNY, 则 NCS)= 人 TT 又 令 廊 = (XX~5)UT， 
则 G 的 每 一 边 至 少 有 一 端 在 关中， 不 然 ， 将 会 有 一 边 ， 一 端 在 
3S 中 ， 另 一 端 在 中 了 一 人 中 ， 这 与 六 (3S) = 了 矛盾 ， 故 六 是 G 的 


图 7.8 


一 个 覆盖 ， 且 显然 有 |M*| = | 六 1。 而 任 一 个 匹 醒 M， 都 有 | 对 | 么 
<2(G)， 故 1M1 | 委 e(G)， 于 是 | 天 | 过 ec(G)， 故 天 是 最 小 覆盖 。 证 
毕 . 

刻画 完备 匹配 的 一 个 非常 深刻 的 成 果 归 功 于 Tatte， 用 它 来 
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和 否定 一 个 回 存 在 完备 匹配 很 方便 、 

定义 5 图 的 项 数 为 奇数 的 连通 片 叫做 音 片 ， 项 数 为 偶数 的 
连通 片 叫 数 假 片 ，o0(G) 于 示 G 中 奇 片 的 个 数 . 

定理 4〈Tutte，1947) 图 G 有 完备 匹配 的 充 要 条 件 是 对 一 
切 SCV, o(G-5$)<IS1. 

。 证 ， 设 单 图 G 有 完备 匹配 M。G,，G,，…，G. 是 G-S 的 
奇 片 ，">0。 显 然 ， 当 3 = 如 ，o(G-S) =0， 即 ?=0， 所 以 不 
芒 设 S 了 好。 因 Gj，i=1，2，…，7m 是 奇 片 ，G; 中 的 某 个 顶 
2 必然 被 于 许配 于 S 的 一 个 顶 b ， 因 而 {o，2:，…， oj)SS， 
o(G-S)=n=1{0, va 7 on}| 和 131。 

反之 ， 若 对 一 切 SCcF，o(G - 3) 所 1S1， 但 G 中 无 完备 匹 
乱 ， 则 G 是 一 个 没有 完备 匹配 而 有 最 多 边 的 图 G* 的 生成 子 图 。 
因 G-S$S 是 G*~S 的 生成 笠 图 ， 故 o(G* -~ 3S) so(G -5S), 于 是 

olG* ~ S)<|S|. 

特别 地 ， 取 3 = 名 ，o(G*) = 0， 故 > (G*) 是 偶数 ， 

用 UU 表示 G* 中 v-1 次 顶 之 集合 ， 由 G* 之 定义 ， Uz。 
车 U=V，G* 中 有 完备 匹配 ， 于 是 过 是 亚 (G*》 的 真子 集 。 下面 
证 明 G* -1 是 不 相交 的 完全 图 之 并 。 不然，G* ~U 的 某 个 连通 
片 不 是 完全 图 ， 则 在 该 连通 片 之 中 ， 存 在 顶 x ,，y》，z ,使 得 xy， 
YEE(G*), 但 xzEE(G*)。 又 yU， 存在 wEV(G*~-U), 使 得 
yaEE(G”) 。 因 为 G* 是 没有 完备 匹配 的 |V(G) | 个 顶 的 边 数 最 
多 的 图 ， 对 一 切 et (G")，G* +e 中 有 完备 匹配 。 令 订 , 与 M ,分 
别 是 G* +xz 与 G*+ yw 的 完备 匹配 ,万 为 M,GM ,在 Ger+xz 了 
> 中 的 导出 子 图 ， 则 如 的 每 顶 欠 2 次 ， 杂 是 不 相交 侦 儿 之 并 ， 

因为 它们 上 面 的 边 是 MM, 与 村; 的 边 交 钴 出 现 的 。 图 7.7 中 黑 实 
钱 是 机, 的 边 。 

情形 1 xz 和 yw 在 如 的 不 同 连通 片 中 ,车 yw 在 电 的 天 C 
二 ， 闭 么 训 , 在 C 上 的 边 与 村; 不 在 C 上 的 边 构 成 G* 的 一 个 完备 
迈 配 ， 与 G* 之 定义 矛盾 ， 见 图 7.7。 
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图 7.7 图 7.8 

情形 2 xz 与 yu 在 五 的 同一 个 圈 C 上 ， 见 图 7.8. 这 时 在 
C 上 yw…z 部 分 Mi 的 边 与 y2 及 M , 不 在 yw…z 部 分 的 边 构 成 
G* 的 一 个 完备 匹配 ， 了 矛盾 ， 

综 上 所 述 ， 知 G* ~U 是 不 相交 的 完全 图 之 并 。 

由 o(G*~ 中 <IUI，G* -UU 中 的 奇 片 至 少 iUI 个 , 但 是 G* 
中 有 了 完备 区 配 《图 7.9) 。 把 G* -过 的 每 奇 片 中 的 一 个 项 许配 
绘 吕 的 一 个 巴 ，U 和 G* -UU 的 连通 片 中 的 其 余 的 项 (由 于 每 个 
G*- 忆 的 连通 片 售 完全 图 ) 可 以 许配 给 本 连通 片 中 或 U 中 的 另 一 
顶 ， 这 与 G* 中 无 完备 匹配 矛盾 。 证 毕 . 

G*?- 忆 的 音 片 G" -上 的 合生 


全 局- 后 ©- 
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推论 1 每 个 无 桥 的 三 次 正则 图 有 完备 匹配 。 

证 “ 令 G 是 三 次 正则 图 ，G 中 无 桥 ，S$ 是 扩 (G) 的 真子 集 ， 
G，G，…，G. 是 G-S 的 奇 片 om 是 G; 中 有 一 个 端点 ， 
另 一 端点 在 SS 的 边 之 个 数 ，1 <i<n. 因 4d(2) =3(vEV(G))， 则 

Ed) =3(G), j=1,2, ,1 


weV (G0 


Ed) =315|, 
be 
于 是 
m= EE dw -2e(G,) 


rr 
=3(G1) -28(G,), 
可 见 ms 是 奇数 ， 又 无 桥 ， 故 mi 天 1，mi 之 3，1 志 i <n， 从 而 


oG-5)an< 雪 并 mdw) = IS1, 
ber 


wes 


由 Tutte 定理 ，G 中 有 完备 匹配 。 证 举 。 


图 7.10 
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例如 一 切 妖 色 图 都 有 完备 匹配 ， 而 图 7.10 的 图 虽然 是 三 次 
正则 图 ， 但 有 桥 ， 不 能 用 推论 1 来 判 它 有 完备 匹配 ， 事 实 上 ， 上 下 
于 o(G -四 =3， 由 Tutte 定理 ， 它 没有 完备 匹配 .。 


7.3 二 分 图 中 最 大 匹配 与 最 佳 匹配 的 算法 


7.3.1 负 牙 利 算法 
分 工 问题 如 下 ， 某 公司 有 工作 人 员 *:，x:，…，%， 他 们 去 
做 工作 y》:，?:，…，2 每 人 适合 做 其 中 的 一 项 或 几 项 工作 ， 


何 能 否 每 人 都 分 配 一 项 合适 的 工作 ? 

这 个 何 题 的 数学 模型 是 ，G 是 二 分 图 ， 顶 集 划分 为 六 UY = 
VO, X={x, Xa xj 了 ={7 3 …， ysj， 当 且 
仅 当 x; 适合 干 工作 y1 时 ，x:yiEE(C)， 问 G 中 是 否 有 完备 
匹配 ? 

Edmonds 于 1965 年 提出 如 下 的 所 谓 匈 牙 利 算法 ， 解 决 了 这 
个 问题 。 

匈牙利 算法 : 

《0) 从 G 中 取 一 个 初始 匹配 时 。 

《1) 车 村 已 把 区 中 顶 冰 许配 ， 止 ， 履 即 为 完备 匹配 ， 否 则 
取 半 中 未 被 MM 匹配 的 一 顶 4, 记 S={w)}, 了 =。 

《2) 着 入 (S)=T， 目 ,无 完 匹 备 配 ,否则 取 yEN (5S) = 了。 

(3) 车 > 是 被 MM 许配 的 , 设 yzEM， SSU{z}, TT 
U{2)， 转 《2》， 殖 则 ， 取 可 增 广 轨 P(4, 3), 令 MMO 
EP), 转 (1)。 

这 个 算法 的 要 点 是 把 初始 匹配 通过 可 增 广 匀 逐次 增 广 以 至 得 
到 最 大 匹配 . 

例 2 求 图 7.11 中 的 最 大 匹配 。 

(ao》 取 初 始 匹配 M = {x:y:，x:y、，xeys}。 
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《86) 以 未 被 村 许配 的 顶 x， 为 根 ， 生 长 外 向 交错 树 。 结果 得 


到 可 增 广 轨 xy xs? 。 
《c》 通过 把 》 中 的 可 增 广 轨 把 夺 增 广 成 
Xt bt xy x yg 
Ea hn 为 了 ys 
【9 
x x2 EN x x x 
为 \ pz y np 因 Pp 六 四 
x En ER 1 二 
攻 生 
x x x x 2 
为 六 为 Ea ys 
(eo) 
El x x x 
~ EA J hn 2 
ED x Te x 
() 
图 7.11 
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MX xs， Way Xsys), 、 
(oa) 以 未 被 Mi: 桨 配 芍 顶 ,为 根 ， 先 长 外 向 交错 树 ， 结 果 
未 得 到 可 谱 广 轨 ， 可 见 W, 是 最 大 匹配 ， 无 完备 匹配 。 


7.3.2 Kuhn- Munkres 算法 


在 分 工 问题 中 ， 工 作 人 员 可 以 做 的 各 项 工作 ， 效 益 未 必 一 
致 ， 我 们 需要 制定 一 个 分 工 方案 ， 使 公司 的 总 效益 最 大 ， 这 就 是 
所 谓 最 佳 分 配 问 题 。 它 们 数学 模型 如 下 ， 

G 是 却 权 完全 二 分 图 ， 亚 (G) 的 二 分 图 划分 为 X，Y; 大 
= 1 0 是 工作 人 
员 x 做 yi 工作 时 的 效益 ， 求 权 最 大 的 完备 匹配 ， 这 种 完备 下 
配 称 为 最 佳 史 配 。 - 

车 用 穷 举 法 ,需要 对 #1 个 完备 匹配 进行 比较 ， 当 " 较 大 
时 ， 计 算是 过 大 ， 是 不 可 能 很 快 得 到 结果 的 。 本 节 给 出 一 种 有 效 
算法 ， 为 此 ， 我 们 首先 引入 一 个 定义 和 一 个 定理 ， 作 为 本 节 中 心 
算法 的 基础 。 

定义 6 映射 1: 了 (G) 一 R, 满足 ，Y 兴 六，YyEY， 成 立 

[x) + 1(y) u(xy), 
则 称 1(v) 是 二 分 题 G 的 可 行 项 标 ， 令 
Ei={xy|xyEEC(G), (x) +1(y)=w(xy)}, 
称 以 , 为 边 集 的 G 之 生成 子 图 为 相等 子 图 ， 记 为 G,. 
可 行 顶 标 是 存在 的 ， 例 如 
T(x) = maxw(xy), XEXs 
| Ly) =0, y€Y, 

定 通 5 G, 的 完备 匹配 即 为 的 最 佳 匹配 . 

证 设 M* 是 G, 的 一 个 完备 匹配 ， 因 Gi 是 G 的 生成 子 图 ， 
故 M* 也 是 G 的 完备 匹配 。M* 中 的 边 之 端点 集合 含 G 的 每 个 顶 
点 洽 一 次 ， 所 以 
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WMY)= 3 we)= 3, Lo)。 


en ver {5 


另 一 方面 ， 若 加 是 G 中 任意 一 个 完备 匹配 ， 则 
WM)= we Db lv), 


eny sv 
所 以 
Wa) > CM), 
即 M* 是 最 佳 匹配 。 证 毕 。 
定理 5 告知 ， 和 欲求 二 分 图 的 最 佳 匹配 ， 只 需 用 匈牙利 算法 求 
取 其 相等 子 图 的 完备 匹配 ， 问题 是 ， 当 G, 中 无 完备 匹配 时 怎么 
办 ? Kahn 和 Mankras 给 出 修改 顶 标的 一 个 算法 ， 使 新 的 相等 子 
图 的 最 大 匹配 逐渐 扩大 ， 最 后 出 现 相 等 子 图 的 完备 匹配 , 
Kuhn- Munkras 算法 : 
《0) 选 定 初始 的 可 行 顶 标 ! ， 确 定 C,， 在 G, 中 选取 一 个 
匹配 好。 
《1》 基 中 顶 皆 被 闪 许配 ， 止 ， 夺 即 为 最 佳 匹 配 ， 否则 ， 了 到 
G: 中 未 被 洗 许 配 的 顶 #， 令 S={4)}， T= 多 。 
《2) 著 No,(S)>T， 转 《3) ;车 No,(S)=T 了 T, 取 
: a= min {I(*) +1(y) -w(xy)}, 


xese yer 
| Lo) -ai vESs 
0) =4 Ty) ta vETS, 
Jo)， 其 它 。 


lot, GoG7, 

(3) 选 和 No,(S) -了 中 一 顶 》, 著 》 已 被 村 许配 , 瑟 y2EMM ， 
则 ScSU{z),， TTU{y), 转 (2》 5 否则， 取 G, 中 一 个 
并 的 可 增 广 轨 Pl4，y)， 令 M-MOE(P), 转 (1)，。 

例 3 已 知 肥 ,., 的 权 矩 阵 为 
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Yi ys 
X35 54 1 


X122022 
x i124410 
x I01100 
Xxs、1 1 3 3; 


求 最 佳 匹配 ， 其 中 天 ，s 的 顶 划分 为 X= {x1} ,Y= {y 5),i=1， 
2，3，4，5。 

解 《1》 取 可 行 顶 标 1(v) 为 1(y，) = 0，i 1,2, 3, 4, 53 
Ux3) = max {3,5,5,4,1}=5, L(x,) = max{2, 2,0,2, 2} =2, 
Tx) = max {2, 4, 4, 1, 0} =4, Lx) = max{0,1,1,0,0} =1, 
T(x3) = max {1,2,1,3,3} =3。 

(2》G, 及 其 上 之 匹 


x 2 x Xr 
配 见 图 7.12。 
这 个 图 中 o(G 一 x,) =3， 
由 Tutte 定理 知 无 完备 匹 
YY 要 修 改 顶 标 。 
《3) 2#=xi， 得 S= 
图 ?7.12 


{ass st ,T= {ys 7}s 
N61(S) =T， 于 是 
ar= min {+ wxy)} =1, 


es yET 


图 7.13 
XX Mi Xs 的 顶 标 分 别 修改 成 4，2，3，0，3) 


19， ，yi，3 的 顶 标 分 别 修 改 成 0，1，1，0,0， 
(4 ) 用 修改 后 的 顶 标 了 得 G7 及 其 上 面 的 一 个 完备 匹配 如 
图 7.13， 图 中 相 实 线 给 出 了 一 个 最 佳 匹 配 ， 其 最 大 权 是 2+4+ 
1+4+3=14, 
我 们 看 出 ，a,>0， 修 改 后 的 顶 标 仍 是 可 行 顶 标 ，G7 中 仍 含 
Gy 中 的 匹配 MGr 中 至 少 会 出 现 不 局 于 MM 的 一 条 边 ， 所 以 会 和 
成 的 逐渐 增 广 。 


匹配 问题 不 但 货 有 兴趣 ， 而 且 应 用 极为 广泛 ， 理 论 上 亦 较 完 
备 ， 这 一 章 主要 应 该 掌握 的 内 容 是 : “ 

(1 》 匹 配 、 许 配 、 最 大 匹配 、 完 备 匹配 和 天。 中 的 最 佳 
匹配 之 定义 。 

(2 ) Berge，Hall，Ksnig 和 Tutte 的 四 个 基本 定理 的 理 
解 与 应 用 。 

《3 》 向 牙 利 算 法 和 Kuho- Munkres 算法 要 会 执行 。 关键 
是 用 未 被 许配 的 顶 为 根 生 长 外 向 交错 树 的 方法 找到 可 增 广 雪 ， 把 
项 匹 配 增 广 以 及 修改 顶 标 而 得 最 佳 匹配 。 


习 题 


1.。 求 天 :。 和 天。。 中 不 同 的 完备 匹配 的 个 数 ， 

2. 证 明 树 至 多 有 一 个 完备 匹配 。 

3。 对 于 &>1， 给 出 没有 完备 匹配 的 名 次 正则 图 的 例子 。 

4. 两 人 在 图 G 上 博 奕 。 交 蔡 选 取 不 相同 的 顶点 v。，vV, 0，， 
…， 使 得 ;>0 时 ，"， 与 01-， 相 邻 ， 直 到 不 能 选 到 顶 为 止 ， 谁 最 
后 选 得 一 顶 谁 赢 。 证 明 ， 第 一 个 选项 人 有 必 胜 策略 的 充 要 条 件 是 
局 中 无 完备 匹配 ， 并 叙述 一 个 必 胜 策略 。 

5。G 的 一 个 名 次 因子 是 指 G 的 一 个 次 正则 生成 子 图 。G 
药 开 次 因子 分 解 是 指 把 G 表 成 无 公共 边 的 有 次 因子 之 并 ， 即 G = 


局 及 ,， 其 中 局 1<is<n 是 G 的 并 次 因子 。 证 明 
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(9) KK 与 玫 。 是 可 工 次 因子 分 解 的 。 
(8 Petersen 图 是 不 可 1 次 因子 分 解 的 。 

6。 天: wa ln 之 1》 可 表 成 # 个 达 通 的 2 次 因子 之 并 。 

7。 证明，。8 x 8 的 正方 形 删 去 对 角 上 两 个 1x 1 的 小 正方 形 后 
不 能 用 1x 2 的 长 方形 单 层 遗 盖 。 

8。 证 明 ;， 二 分 图 有 完备 匹配 的 充 要 条 件 是 对 任何 SSV， 
IN(S) | 之 15|。 这 一 命题 对 一 般 图 是 否 成 立 。 

9。 对 于 &>0， 证 明 ， 

(ga) 每 个 次 正则 \ 2 分 图 是 可 以 1 次 因子 分 解 的 。 
6) 每 个 2k 次 正则 图 可 以 2 次 因子 分 解 。 

10。 城中 答 位 姑娘 都 “结识 ”个 小 伙 子 ，(k 之 1) ,每 个 小 伙 
子 都 “结识 ”上 & 个 姑娘 ， 则 每 个 小 伙 子 和 每 个 站 娘 都 能 与 他 们 的 
意中人 结婚 。 

1 革 。 和 矩阵 的 一 行 或 一 列 称 为 矩阵 的 一 条 线 ， 证 明 : 0-1 移 阵 
中 含 矩 阵 的 所 有 1 的 线 集合 的 景 小 阶 数 等 于 没有 两 个 在 同一 线 上 
的 1 的 最 大 个 数 。 

12 4= (or 门 oxs，criEf0，1j，m<o 且 和 矩阵 4 的 等 一 行 
都 有 & 个 1， 而 每 一 列 中 1 的 个 数 不 超 过 个 , 则 4= P+ 了 ,+ 
+ 卫 ,， 其 中 忆 也 是 加 x# 的 0-1 给 阵 ， 等 行 恰 有 1 个 1， 等 
列 中 工 的 个 数 不 超过 1 个 。 

13，G 是 项 集 划 分 为 头 与 了 的 二 分 图 ， 则 G 的 最 大 匹配 的 边 
数 等 于 | 苦 | - max{lSI— IN(S) |). 


14。 由 Knig 定理 推导 出 Hall 定理 。 

15。 由 Tutte 理 定 推导 出 Hall 定理 。 

16. 证 明 ，G 是 -1 边 连 通 k 次 正则 图 ， 且 v 是 偶数 ， 则 
G 有 完备 匹配 。 

17, 树 工 有 完 各 匹配 的 充 要 条 件 是 对 任意 vEV(T)，0o(T 一 
v)=1, 

18。 甲乙 二 人 玩 “ 捉 鸟 龟 ” 游 戏 , 先 将 54 张 扑克 牌 藏 起 一 张 、 
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于 是 剩 下 的 有 一 张 没有 对 子 ， 它 叫做 “ 鸟 免 ”。 再 将 站 分 给 两 
人 ， 每 人 把 手中 的 对 子 都 抽出 来 ， 你 能 否 判 断 “乌龟” 在 谁 竹 
中 ? 为 什么 ? 

19。4，b6，C，d，8，f 了 六 个 人 组 成 检查 团 ， 检 查 五 个 
单位 的 工作 。 营 某 单位 和 检查 团 中 的 某 一 成 员 有 过 工作 联系 ， 则 
不 许 他 到 该 单位 去 检查 工作 。 已 知 第 一 单 位 与 5 ，c , 4 有 过 联 
系 ， 第 二 单位 与 6， e ， 了 ， 第 三 单位 与 6，8 ，2e ，A， 第 四 
单位 与 5， 恒 ，d， 了， 第 五 单位 与 6， 5 ， “2 有 过 联系 ， 请 列 
出 去 各 单位 检查 的 人 员 名 单 。 

20。{ace，bc，dab，db，be} 这 组 信息 是 否 可 以 分 别 把 每 个 
字 用 它 的 一 个 字母 来 代 伏 ， 加 以 简化 ? 车 能 ， 给 出 简化 结果 。 

21。A，B，C，DD 四 种 材料 造 6，5，c ，d 由 种 产品 的 
成 本 如 下 面 矩阵 所 未。 


Om 


一 种 产品 只 用 一 种 材料 ， 问 什么 生产 方案 使 成 本 最 低 ? 

22。 从 64 阁 棋盘 上 选 16 个 格 ， 使 每 行 每 列 含 其 中 两 个 格 ， 
求证 可 以 把 16 个 棋子 〈8 个 白 子 8 个 黑子 ) 放 在 所 选 的 格子 上 ， 
使 每 行 每 列 恰 有 一 个 白 于 一 个 黑 了 于、 


8 支配 集 与 独立 集 
8.1 支配 集 与 独立 集 的 概念 


定义 1 DEF(G) 称 为 国 G 的 一 个 支配 集 ， 若 任何 顶点 
MEKG)， 要 各 必 DD， 要 么 4 与 刀 内 一 顶 相 镶 ,一 个 支配 集 称 为 极 
小 支配 集 ， 若 它 的 任何 让 于 集 必 非 支配 染 。 刀 , 是 一 个 支配 集 ， 
但 已 无 支配 六 D, ,使 得 1D,| 过 |D。|， 则 称 DD, 是 最 小 支配 集 ， 
这 时 记 Y(G) = | 了 ,|，Y(G) 思 做 G 的 支配 教 。 
由 上 述 定义 可 知 ， 凡 最 小 支配 集 一 定 
p 是 一 个 极 小 支配 集 ， 任 何 一 个 支配 集 以 一 
个 极 小 支配 集 为 其 子 集 ， 极 小 支配 集 可 能 
有 了 现 个 以 上 ， 而 且 其 顶 数 也 可 以 不 一 致 
例如 ， 只 有 一 个 非 叶 的 顶 之 树 叫做 星 ， 星 
中 的 非 一 次 顶 叫 散 星 心 。 星 心 是 最 小 支 
配 集 ，y《〈 星 ) =1; 但 还 有 一 个 极 小 支配 
集 由 全 部 叶 构 成 ,一 个 支配 集 可 能 含 两 
图 8.1 个 以 上 的 极 小 支配 集 ， 例 如 图 8.1 中 ， 
{vss0145Vs} 是 支配 集 ， 它 有 两 个 子 集 {0。} 
与 {01,0,} 都 是 极 小 支配 集 ， 且 YCG) =1、 
定理 1 G 中 无 堆 次 项 , 则 存在 一 个 支配 集 D, 使 得 =/(G》 
一 忆 也 是 一 个 支配 集 。 
证 不妨 设 G 过 通 ， 于 是 G 有 生成 树 7， 任 取 定 uCF(G)> 


令 
D= {vlv€V (CG) ,dr (vo,v) = 0(mod2)), 
D={vIvEV (G': ,dr (vesv) =1(mod2)}, 


126 


出 配 =V(G) -DD， 且 DD 与 部 是 支配 集 、 证 毕 。 

定理 2 G 中 无 办 次 项 ，D, 为 极 小 支配 集 , 则 万 , = 了 (4 
一 也, 也 是 一 个 支配 集 . 

证 若 有 一 项 ,CD;， 而 太 , 中 没有 使 raEE(C) 的 顶 4， 
则 吕 , -~ wm 仍 为 - 支 也 集 ， 与 DD, 为 极 小 支配 集 沁 后 ， 故 万 ,也 是 
支配 集 。 证 毕 ， 

由 定理 2 知 ， 对 区 孤立 顶 的 图 G 中 的 一 个 极 小 支配 集 忆 ， 
至 少 存 在 另 -个 极 小 支配 集 号 ,， 使 得 DinD:= 分。 

定义 2 TSYV(G)，1 中 任 二 项 不 邻 , 则 称 了 是 图 G 的 一 个 独 
立 集 ， 任 取 461(G) -了 TU [不 是 独立 集 ， 则 称 了 是 极 大 独 
立 集 ; CG 中 忆 无 独立 集 1,， 使 得 
| >>1T1， 则 称 了 是 G 的 最 大 独立 
集 ， 这 时 ， 记 8(G) = II|，B(G) 
本 做 G 的 独立 做 。 

例如 图 8,2 中 ， 俩 个 黑色 顶板 
成 一 个 极 大 独立 集 ， 也 是 最 大 独 江 
集 ，B(G) =2。 

定理 3 一 个 独立 集 是 极 大 独 图 8.2 
羡 集 ， 当 有 呈 妈 当 它 是 支配 集 . 

证 济 了 是 独立 集 ， 且 是 极 大 独立 集 ， 则 不 存在 CACG) 
TJ， 使 得 对 任何 履 了 ,4u2EE(G)， 从 而 了 是 支配 集 、 

反之 。 若 了 是 独立 集 ， 又 是 支 个 集 ， 则 任 取 三 (G) -了 中 一 
个 项 2, 了 U {Jv} 不 是 独立 集 ， 故 了 足 极 大 独立 集 。 证 毕 ， 

例如 星 心 是 独立 集 ， 又 是 设 大 独立 集 ， 则 星 心 是 支配 集 : 同 
理 景 的 全 部 时 询 成 支 蚀 集 ， 又 是 独立 集 ， 则 它 是 航 大 独立 焦 。 了 
然 由 星 的 全 部 叶 构 成 的 也 是 最 大 独立 集 。 

定理 《 了 是 独立 集 ， 当 且 仅 当 洲 ~ 了 是 覆 北 斥 。 

证 了 是 独立 集 , 等 价 于 没有 两 端 都 在 7 了 中 的 过 ,而 这 义 等 价 
于 G 的 每 一 过 至 少 有 一 端 在 玉 (G) -了 工 中 ， 印 等 价 李 7(G) -了 是 
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焉 盖 集 。 证 毕 ， 
推论 1 天 是 极 小 团 荐 集 , 当 旦 仅 当 志 - K 是 极 大 独立 集 。 
推论 2 c(G)+B(G) = 
证 设 了 是 最 大 独立 集 ，| 中 = B(G) 设 开 是 最 小 覆盖 集 ， 
j 玫 | = ac(G)， 由 定理 4， 太 ~ 了 工 是 覆盖 集 ， 得 


y- B(G) =|Y -1 >a(G), (1) 
而 矿 - 下 是 独立 集 ， 获 得 
v-a(G)=|Y -KI<B(G) 《27 
由 (1) 与 (2) 得 
a(G) + B(G} SY, C3) 
afG) + B(G) BY, 《47 


由 (3) 与 (4) 得 
a(G) TB(CG) =Y 
证 毕 . 

定理 4 极 大 独立 集 必 为 极 小 支配 集 . 

证 不 妨 设 s(G) 学 0。 设 了 为 极 大 独立 集 ， 故 对 任何 a 人 一 
IJ，# 与 了 中 一 顶 相 邻 ， 所 以 了 是 支配 集 。 又 任 取 zET，"” 与 工 ~ 
{9} 中 的 顶 不 相 邻 ， 可 见 了 是 极 小 支配 集 。 证 毕 。 

定理 4 之 遂 不 真 ， 例 如 4 价 央 上 的 两 个 相 邻 的 顶 是 级 小 支配 
集 ， 但 不 是 极 大 独立 集 ， 连 独立 集 也 不 是 。 

对 于 连通 图 ，- 履 芋 集 必 为 支配 集 ; 但 反 过 米 未 必 成 立 ， 例 如 
4 条 辐 的 轮 心 构成 支配 集 ， 但 它 不 是 履 盖 集 。 


8.2 支配 数 .覆盖 数 和 独立 数 的 计算 


8.2.1 逻辑 运算 及 其 性 质 
设 生 ,了 ,2 是 三 条 指令 ， 规 定 
4 要么 执行 六， 要 么 执行 了 记 成 +。 
“下 与 同时 执行 ” 记 成 六 Y， 
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上 述 逻 辑 运 算 有 以 下 运算 定律 
《1) 交换 律 
+Y=Y+X, 
- XY=YX, 
《2) 结合 律 本 
(K+ +Z=X+(Y +Z2), 
(XZ2=X(Y2). 


《3) 分 配 律 
XY HZ) = XY+XZ 


(Y+Z}X= XY + XZ, 


《4) 吸收 律 
二 = 


XX=X, 
X+XY=X. 
上 述 定 律 可 直接 由 定义 验 明 ， 这些 定 律 ， 龙 其 是 吸收 律 ， 在 
-下面 的 计算 中 用 处 极 大 。 


8.2,2 求 出 所 有 极 小 支配 策 的 公式 
公式 
风 (atyuzsao= T+ Du), 
i=1 EN 

公式 中 的 运算 是 逻辑 运算 ， 展 开 成 积 之 和 ， 每 一 项 给 出 一 个 设 小 
支配 集 ， 所 有 项 给 出 了 一 切 极 小 支配 集 ， 其 中 最 小 者 为 最 小 支 
配 集 。 

例 1 求 图 8,3 中 的 一 切 极 小 支配 集 及 支配 数 。 

解 
Uv 0 Ue) 

= (0 ts tv Ho) (UV to To) Vy to tO) CV, to 十 zx 


十 Da +Us +U) CV Foto) (Ve tyU, tvs) 
={1+2+3+4)(2+1+4) (3+1+d)(4+1+24+3+5+6) 
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(5+4+6)(6+5+4) 
=15+16+4+235+236, 
效 得 所 有 极 小 支配 集 如 下 : 
{vsUe}s Tous06), {4}, {vs03505}; (02903 ,00)}, 


YCG) =1, 
8.2.3 求 出 所 有 和 家 小 禾 浅 集 的 公式 
公式 
p00 = Ts+ UH 路， 


了 1 wuENC 2) 
展开 成 积 之 和 形式 ， 每 一 项 表 出 一 个 极 小 覆盖 ， 得 到 了 所 有 极 小 
团 盖 ， 其 中 最 小 者 为 最 小 覆盖 。 
例 2 求 图 8.4 中 一 切 极 小 覆 凌 集 及 材 盖 数 xc(G) 。 


到 8.3 图 8.4 


解 Plo) 
= (1+246) (2+136) (3+245) (4+135) (5+ 346) (6 +125) 
=2456 +1356+1346 + 2346 +1245+1235, 
即 得 一 切 航 小 履 盖 集 如 下 : . 
{vayUo v0e), {ursUssvUssUs), {UnsUssU00506} 
{vssUssVu vs), {UrsgvasUss Ue}, {UsU2903s 0s}. 


&(G)=4. . 
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例 3 求 图 8. 及 大 猛 立 集 及 独立 数 B(G) 。 

解 ” 由 极 大 独立 集 与 极 小 履 盖 集 的 互补 性 ， 得 一 切 极 大 独立 
集 如 下 ， 
下 = [fayzsypsyps}y= {v0 oT {0 003 06} = {vss 03}, 
Vo{osvv d= {vv} {vv D000} = {U0 ), 
V-{v vv vs) = {00 ~ {v0 ,030 } = {Vs sv06} 


B(G) =2. 
8.3 支配 集 与 独立 集 的 应 用 


8.3.1 中 心 台 站 的 选 址 

要 在 v4,0,，…,0, 这 4 个 城镇 建立 一 个 通讯 系统 ， 为 此 ， 从 
这 几 个 城镇 中 选 定 几 座 城 镇 ,在 那里 建立 中 心 台 站 ,要 求 它们 与 其 
它 各 城镇 相 邻 ， 同 时 ， 为 减少 造价 ， 要 使 中 心 台 站 数目 最 少 ， 有 
时 还 会 提 其 它 要 求 ， 例 如 在 造价 最 低 的 条 件 下 ， 需 要 造 两 套 〔 或 
更 多 赛 》 通讯 中 心 ， 以 备 一 赛 出 故障 时 ， 记 用 男 一 赛 。 

这 种 问题 的 数学 模 错 是， 以 城镇 为 顶 ， 仅 当 两 城 之 间 有 直通 
通讯 线路 时 ， 术 应 的 两 顶 过 一边 形成 一 个 图， 此 侠 的 最 小 支配 集 
即 为 所 求 。 若 建 两 套 ， 则 从 一 切 极 小 支配 集 卫 ,, 卫 ,,…,D, 中 选 
取 D. 与 DD,， 使 得 

DND,=%, 

ID.UD.{=min{lD {+ ID liei,js dDND, =. 

例如 在 图 8.3 中 所 示 的 六 个 城镇 之 中 建 中 心 台 站 ,由 例 1 知 ， 
车 建 一 套 ， 只 需 建 立 在 v。 城 ， 车 建 两 套 ， 则 w 建 一 套 , vv 
或 mype 建 第 二 套 。 

有 些 实际 问题 可 以 化 成 上 述 这 种 数学 模 弄 来 花 理 。 


8.3.2 信息 论 中 的 独立 集 问题 
之 集 对 信息 论 有 十 分 重要 的 应 用 。 例 如 信息 传送 的 基本 信 
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号 集合 为 5， 

S={s1829 "35 )}, 
可 以 把 信号 s; 设想 成 汉字 或 拉丁 字母 ,统计 规律 表明 哪些 信号 与 
圣 些 信号 易于 发 生 错乱 是 已 知 的 。 例 如 ,和 输入 s ,= 1,2，…,5, 答 
出 应 该 是 33,i=1,2,…,5， 但 由 于 于 扰 发 生 了 错乱 ，s， 可 能 和 
ss 错乱 ，s: 还 可 能 和 ss 错乱 等 等 ， 例 如 已 知 错乱 可 能 性 如 
8.5 所 示 。 

为 丁 确切 地 从 输出 信号 得 知 输入 信号 ， 我 们 不 能 选用 s, ,s, ， 
…s5s 中 的 每 一 信号 ， 只 能 从 中 选 一 部 分 用 于 输出 ， 这 就 导致 求 
图 8,6 中 的 最 大 独立 集 ， 之 所 以 用 最 大 独立 集 ， 目 的 是 使 可 用 于 
输出 的 信 号 最 多 。 例 如 可 以 选 *, 与 *, 做 为 输出 信号 ， 或 选 *， 


看 于 
外 
D2 
与 村 3 本 
到 下 
于 凡 3 
图 8.5 “图 8.6 


与 9 或 s: 与 ?或 *: 与 ss 或 3， 与 ss 做 输出 信和 号， 它们 都 构 
成 最 大 独立 集 。 
如 果 用 两 信号 组 成 … 个 词 向 外 传输 信息 ， 也 有 一 个 如 何 排除 
于 扩 的 问题 ， 为 此 ， 我 们 考官 一 种 图 的 积 的 概念 。 
定义 3 两 个 朋 G, 与 G:， 
VG) = {v0 ,0 v9), 


V GH) = (010 ,eo 


}. 
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移 作 图 G， 使 得 

VG) = (Pa [oer (G1) 0 EV Gs)), 
人 中 的 顶 《040 ,v9)) 之 邻 集 为 

(oo 人) = {000 1 oD EN Ce) 

U {0,0 PEN (v1)} 
U {ok ,oP) oDEN C000) ,oP EN (v87)}. 
则 称 G 为 G, 与 G. 之 积 ， 记 成 G= GxG: =GsxG,, 
例如 G, 是 K ,，G, 是 KK ;， 则 GxG, 是 KK,， 网 图 8.7 


6 G3 
GxG， 
图 8,7 

在 上 面 讨论 过 的 例子 中 ,着 用 {s,s，,…，s4) 中 的 两 个 信号 组 
成 词 向 外 输出 ， 最 多 能 用 哪 几 个 词 才 不 致 于 发 生 错乱 呢 ? 这 只 需 
考虑 圈 C = sisysssigssi 的 平方 CxC= C: 中 的 最 大 独立 集中 的 
各 顶 对 应 的 词 。 相 似 地 可 用 G "= Gx Gx… Xx 中 的 最 大 独立 集 

下 

来 确定 由 ”个 信号 组 成 的 词 进行 信息 传送 而 不 致 发 生 错乱 。 


8.4 Ramsey 数 r(R, 门 


定义 4 单 图 G 的 团 是 项 集 的 子 集 S， 使 得 GLS] 是 完全 
图 ， 对 任 管 给 定 的 自然 数 与 1， 若 存在 最 小 自然 数 +(&,1) ,使 
担 每 个 +(&, 站 个 项 网 国 包 人 名 个 顶 的 团 或 1 个 项 的 独立 集 , 旭 称 
7(& 门 为 Ramsey 数 。 
例如 rr(1,D =rthk,1) =1, 
r(2,1) = 1,r(k,2) =k, 
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Ramsey 于 1930 年 证 明 ， 对 任意 给 定 的 自然 数 六 与 1， 
Ramsey 数 r(h,1) 是 存在 叭 一 的 ， 但 Ramsey 数 的 确定 则 非常 之 
难 ， 以 致 于 连 r(4,5) 的 值 至 今 尚未 得 出 ! 

定理 5 ,i 为 自然 数 ，& 宇 2，! 汪 2， 财 

rk,I) rk 一 1) tr(k—1,1)y 
著 r(h,1 一 1 与 r (一 1, 门 第 如 数 , 则 上 面 不 等 式 是 严格 不 等 式 。 

证 令 G 是 r(k,1-1) +rlk-1,1) 个 顶 的 图 ， zcEFG)， 我 
们 分 两 种 情形 讨论 ; 

《1 ) 2 与 至 少 r(k,1 -1) 个 项 的 集合 S 不 相 邻 ， 

《2) 2 与 宗 少 rth-1,1)》 个 项 的 集合 了 相 邻 。 

由 于 与 ” 相 邻 的 顶点 数目 加 上 与 "不 相 邻 的 顶点 数目 是 r(R， 
-DD+r(k 一 1,1) 一 1， 所 以 要 么 (1) 要 么 《2 ) 必然 成 立 (0 
与 5 不 相 邻 指 v 与 S 中 每 个 顶 都 不 是 邻 顶 ;vw 与 荆 相 邻 ， 指 ?与 
了 中 每 个 项 皆 相 邻 。 

在 情形 《1)，GLS] 中 有 项 团 或 1-1 顶 独立 集 , 故 GFSU 
{v)] 中 有 上 & 项 团 或 1 顶 独立 集 ， 相似 地 ,在 情形 (2) ,GLT U {2] 
中 有 项 团 或 1 项 独立 集 ,。 由 于 《1 ) 与 (2 ) 必 出 现 其 中 的 一 
种 情形 ， 故 忆 中 含 项 团 或 1~! 顶 独立 集 ， 所 以 成 立 

rk,D) rtkh—1,1) +r(k,l -1). 
设 r(h-1, 站 与 r(&,1 一 1) 皆 偶 数 ， 且 G 是 顶 数 是 r(k 一 1,1 
+r( 一 1 一 1 的 图 ， 因 而 G 的 顶 数 是 奇数 , 必 有 一 顶 " 是 偶 次 
的 ， 特 别 地 ，" 不 与 (一 1， 1 -1 个 顶 相 邻 ， 故 《1) 或 (2) 
成 立 。 于 是 G 含 各 顶 团 或 1 项 独立 集 ， 故 

rk, Drek,T 1) +r(k~1,1) -1, 
即 得 严格 不 等 式 

rlk,l) rk,l—1)+r(k—]1,i). 


证 毕 。 
定义 5 rlk,1) -1 个 项 的 既 无 & 项 团 又 无 ! 项 独立 集 的 图 
叫 敌 (8,1) -Ramsey 图 。 
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由 (有 的 定义 ， 对 于 天 2， 4 2， (有 -Ramsey 图 是 
在 在 的 ， 通 过 一 些 Ramsey 图 可 以 确定 相应 的 Ramsey 数 。 


‘9) (Ow 


图 8.8 


图 8.8() 是 (3,3)-Ramsey 图 ， 它 既 尤 3 顶 团 ， 序 无 3 项 
独立 集 ; 《 旬 是 (3,4) -Ramsey 图 ， 它 既 无 3 项 团 ， 亦 无 4 项 独 
立 集 ，(c) 是 〈3,5) -Ramsey 到， 它 既 泡 3 项 团 ， 亦 无 5 顶 独 
立 集 ; (4d) 是 (4,4) -Ramsey 图 ， 它 既 无 4 顶 团 ， 亦 无 4 顶 独 立 
集 . 

下 面 利用 上 述 四 个 Ramsey 图 及 定理 5 祖 定 及 个 较 小 的 
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Ramsey 数 。 
《1) 电 国 8.8(o) 知 


r(3,3)>63 
又 由 定理 5， 
7 (3,3) <r(3,2) +r(2,3) =6, 
故 得 
r(3,3) =6。 
《2) 由 图 8.86) 知 
r(3,4) > 9 
又 由 定理 5， 
+(3,4) <r(2,4) +r(3,3) -1=4+€—-1=9, 
故 得 
又 r(3,4=9。 
《3) 由 图 8.8(c) 知 
r(3,5) P14 
又 由 定理 5， 
《3 5)<r(2,5)+r(3 4 =5+9=14, 
故 得 
r(3,5) = 11。 
(4) 由 图 8.8 (d) 知 
rd 4) 18; 
又 由 定理 5 ， 
r(4 <r(3 +r043)=9+9=18， 
故 得 


+(4,4) =18, 
显然 ，r (8, 了 =r(1,k)， 至 今 已 知 的 Ramsey 数 共 计 34 个 、 
其 中 除去 fr(&,1)=r(1,1) =1,，r(k,2) =k +(2, 了 = 1 这 些 平 凡 
的 Ramsey 数 而 外 ， 事 实 上 我 们 知道 的 Ramsey 数 r(k,1) 只 有 
6 个 ，r(3,3),，r(3,1， 7 (3,6),r (3,6),r (3,7), r{4,4); 
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上 面 几 个 Ramsey 图 都 是 高 度 对 称 的 很 端正 很 漂亮 的 图 ， 如 
果 我 们 能 设计 出 (4,5) -Ramsey 图 ,r(4,5) 的 值 也 就 确定 出 来 了 。 
下 面 给 出 r(k,1) 的 界 。 
k+l1-2 


定理 6 rk,D<( jp ). 


证 对 +1 用 数学 归纳 法 ,由 于 r(1, 站 =r(&,1)=1， 
(Rs =h，r(2,1) =1， 对 于 h+1<5， 定 理 成 立 。 

假设 对 于 一 切 满足 5 所 + 【< 人 + 的 正 整数 六， 定理 已 成 
立 ，m,n 是 自然 数 。 由 定理 5 及 归纳 法 假设 ， 得 


rlm,n) rm,n—1)+r(m—1,n) 


m+n-3 m+n 一 3 
< 
m+ 一 2 


证 毕 .。 
定 通 7 (Erdis,1947) r(h,h) 之 2 计 Ch>1)。 
证 因 r(2,2) = 2， 故 对 = 2， 定 理 成 立 ， 下 面 考虑 有 >3。 
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令 多 。 表示 以 fv4,04,…,0.) 为 顶 集 的 图 之 集合 ，$ 表示 
多 .中 有 睛 顶 团 的 那些 图 组 成 的 集合 。 显 然 

Jo = 2 (1) 

这 是 因为 (外 条 边 组 成 的 边 集 之 每 一 子 集合 确定 一 个 多 ,中 的 图 ， 

视 有 《3) 个 元 素 的 集 之 子 集 个 数 为 22) 、 相 似 地 ， 多 .中 用 某 个 


指定 的 上 顶 轩 的 图 的 数目 为 2( 人 一 (3) ,又 因为 存在 (2 个 不 同 的 
{oi，sos) 的 有 元 素 子 集 ， 所 以 有 
nm sy 
1gsl<(®)2) C2). (2) 
由 (1) 与 (2)， 


枚 <%< 


2 人) 


人 - (3) 


设 w<2 了 ， 由 (3) 得 


lz.l 


因此 ,多 : 中 的 图 的 个 数 比 乡 。 中 的 图 个 数 之 半 还 少 ,又 多 ,= {G| 
GE 多 ,}， 且 5 是 图 G 的 团 的 完 要 条 件 是 5 为 G' 的 独立 集 ， 故 
有 大 顶 独 立 集 的 图 在 多 ,中 亦 不 过 半数 。 歼 在 多 中 有 某 个 图 , 它 
既 无 & 顶 团 ， 亦 无 上 顶 独 立 集 ， 所 以 我 们 有 


rk) 22 


证 毕 。 
推论 3 m=min{h,1), 则 +(k,1)>2 卫 。 
当 &= 4 时，r(4,4)>>2 本 = 4 其 实 7(4,4) =18, 可 见 Erdss 
给 的 下 界 与 真实 值 之 间 的 误差 可 能 很 大 。 ， 
本 章 介绍 的 支配 集 与 独立 集 问题 ,在 图 论 中 是 非常 之 洋 难 而 
又 引 人 入 独 的 问题 之 一 。 龙 其 涉及 到 这 些 问 题 的 定量 入 算 ，- 太 部 ， 
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很 难得 以 进展 ， 但 它 又 有 强烈 的 实用 背景 ， 所 以 成 了 图 论 研究 的 
热点 之 一 。 需 要 着 重 理 解 的 内 容 是 ， 

C1) 极 小 支配 集 ， 最 小 支配 集 ， 极 小 覆盖 集 ， 最 小 履 盖 
集 ， 极 大 独立 集 ， 最 大 独立 集 的 定义 及 其 彼此 之 间 的 关系 。 尤 其 
是 覆盖 与 狸 立 集 之 问 的 互补 关系 。 

《2) Ramsey 数 与 Ramsey 图 的 概念 。 

《3 ) ” 求 支配 数 、 覆 盖 数 与 独立 数 的 逻辑 公式 对 小 图 可 以 
用 ， 但 对 较 大 的 图 ， 计 算 量 会 陡 增 ! 目前 尚 无 解 此 问题 的 有 效 
算法 。 

《4) Ramsey 数 的 确定 是 数 节 当中 的 老大 难 问题 之 一 ， 
目前 首当其冲 的 是 确定 r(4,5)， 

习 题 
。 求 Petersea 图 所 记 帮 极 小 支配 集 及 支配 凑 

2。 求 Petersen 辐 的 质 有 极 小 天 其 集 及 矣 花 灼 ， 

3。 求 Perersen 图 的 所 有 极 六 独立 集 及 独立 数 。 

4，G 为 二 分 四 的 充 要 条 件 是 对 G 的 任意 子 忆 二 ， 独 立 数 
BD #1). 


5. 一 个 图 G 称 为 是 如 - 失 界 的 ,党 WesE(G),， LP(G-e)>B 
人 @) ;证明 8- 临界 贺 无 割 顶 。 

6。r(R TD 一 (RD) 。 

7。 有 三 个 人 相识 或 4 个 人 不 相识 的 人 群 最 少 凡 人 ? 

8。 求 r〔 二 十 面体 》。 

9. 求 a《 维 立方 体 ) . 

上 0。 YAEN 存 在 一 个 图 G,G 上 的 一 个 支配 集中 含有 个 极 小 
支配 集 ， 试 加 以 证 明 。 

11。 证 明 或 度 驳 ， 每 个 覆盖 集中 必 含 最 小 覆盖 集 。 

12。 国 际 人 象棋 中 ， 以 64 个 方 格 为 顶 的 “ 马 图 ”。《“ 象 图 ”、 
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“4 车 图 ”，“ 和 皇后 图 ”的 独立 数 、 支 配 数 和 万 盖 数 各 是 多 少 ? 
13。 证 明 ; G 是 项 点 不 交 的 完全 图 的 并 当 且 仅 当 其 独立 数 
B(G)= 兄 
séTto 
14。 求 顶点 不 交 的 局 构 完全 图 之 并 所 成 之 图 G 的 覆盖 数 。 
15。 证 明 : 若 YayoE(GDI， 有 dt) +d( 四 关 ?， 则 B(G) 
<K(G)。 


-二 
do) t+1" 
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9 着 色 理 论 


9.1 边 色 数 


本 章 只 讨论 无 环 图 。 
定义 1 图 G 的 一 个 k 边 并 色 是 指 对 ECG) 的 一 个 划分 
3 


C= (BiB, ED), ECG= EENE,=Y, itj, E, 


(1 所 ih) 中 的 边 蕴 染 上 i 色 , 若 忆 , (1 专 i 中 的 边 两 两 不 相 
邻 , 则 称 C 是 一 个 正常 上 边 著 色 。G 可 以 正常 上 边 著 色 , 而 不 能 正 
常 &- 1 过 其 色 时 ， 册 称 上 为 G 的 边 色 数 ， 记 成 六 (G) =&.。 与 项 
关联 的 边 中 有 i 色 边 时 ， 称 ; 色 在 顶 " 处 出 现 ， 在 项" 处 出 现 
的 颜色 数目 记 成 co) 

例如 任何 图 句 可 正常 。 边 着 
色 、G 可 以 正常 h 边 着色 ， 当 
k<1<s 时 ， 亦 可 正常 工 边 着 色 。 
显然 ,XW (G) >A。 正 常 边 着 色 
时 <c(o) =d(v)， 其 中 是 信 (G) 
中 任 取 的 一 项。 正常 边 着 色 时 的 
边 划分 C= (Es,E,,…,E) 中 
的 E; (i=1,2,…,&) 是 G 中 一 个 
匹配 。 


例 1 求 图 9.1 的 边 色 数 ， 
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和 解 ” 图 上 我 们 已 经 标明 了 用 四 种 颜色 正常 边 着 色 的 一 种 方 
武 ， 即 C=({v0 v0} {UV v0} {v0}, {0 Vs V0})s 
但 是 ， 若 欲 用 3 种 颜色 进行 正常 边 着 色 ， 则 只 能 按 锣 图 中 的 训 色 
号 码 对 边 染色 。 但 这 时 vuv, 边 无 法 上 色 ， 故 X (G) =4。 

引 理 1 G 是 连通 基 ， 非 柴 图 ， 则 存在 2 边 洲 色 ， 使 所 用 的 
两 种 颜色 在 每 个 次 数 至 少 为 2 的 项 处 出 现 。 

证 设 G 是 Euler 图 若 G 是 偶 图 ， 合 题 显然 成 立 ， 车 G 不 
是 偶 圈 ， 革 少 有 一 个 顶 bo，d(po) 洱 4。 邻 aoetniet ecus 是 G 
的 一 条 Euler 回路 ， 令 

EE,= {e111 为 奇数 1， 五 := {e ;| ;i 为 偶数 ) 。 

于 是 C= (EE, ,EE,) 即 为 所 求 之 2 边 着 色 。 

若 G 不 是 Euler 图 ， 我 们 增加 一 个 新 顶 2。， 把 v 与 G 的 每 
个 奇 次 顶 之 间 连 一 条 边 ， 得 到 的 图 G* 是 Euler 图 ， 令 veyv1'… 
erygs 是 G* 的 一 个 Euler 回路 , 仍 如 上 定义 玉 , 与 E,， 则 C 
= (E, NE(G) ,ENE(G)) Mm 为 所 求 之 2 边 着 色 。 证 毕 。 

定义 2 设 C 与 C' 都 是 的 & 边 浅 色 . 相应 的 c() 与 c’ (0) 
满足 

D> 于 


PTG) Per ey 

则 称 C" 是 对 C 〇 的 一 个 改善 ， 不 能 改善 的 及 边 上 色 叫 做 最 佳 上 上边 
洲 色 . 

引 现 2 C= (E,,E,,…,) 是 G 的 一 个 最 侍 有 边 洲 色 ， 存 
在 一 个 项 “及 两 种 颜色 ;，?， ; 色 不 在 4 处 出 现 ， 而 ) 色 在 4 处 
至 少 出 现 两 次 ， 则 GLE; JEE,;] 中 全 4 的 连通 片 是 一 个 次 膨 。 

证 设 # 是 满足 引 理 条 件 的 项， 而 厅 是 GLE;UEiJ 中 含 4 
的 连通 片 。 若 五 不 是 奇 图 ， 由 引 理 1 ， 万 有 一 个 2 边 着 色 ， 所 用 
两 种 颜色 在 万 的 次 数 至 少 为 2 然 每 个 顶 处 都 出 现 。 我 们 用 i,j 两 
种 颜色 依 引 理 1 的 办 法 对 互 的 边 重 新 着 色 。 因 为 在 此 新 的 有 边 着 
色 C = (E29,… ,EE) 中 ，i ,i 两 色 都 在 4 处 出 现 ， 故 co (二 
=ec(+1， 而 yz 关上 时 ， cf (v) 宇 cl(v)， 于 是 
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De)> 和 co， 
rt erat 

与 C 是 最 住 尺 边 着 色 了 矛盾 。 证 毕 。 

定理 1 次 (二 分 加 ) = 和 A. 

证 若 光 (二 分 图 G)>A,C=( 玉 ,，… sy 上 Bs) 是 一 个 最 侍 
全 边 善 色 . 令 顶 4 满足 c(tW)<d(w) ,显然 ,4 满足 引 理 2 的 条 件 ， 
因此 G 中 有 奇 甫 ， 与 G 为 二 分 图 矛盾 ， 故 六 (二 分 图 ) <A 又 
X' 守 A， 故 X' (二 分 图 ) = A 证 毕 ， 

定理 2(Vizing，1964) ”G 是 单 图 ， 要么 X’(G) = 人 ， 要 人 么 
RNG) =A+1l。 

证 G 是 单 图 ，X’(G) 宕 A, 我 们 
只 需 证 明 X%(G) <A+1， 假 设 六 >> 
A+tl, 令 C= (ED 是 G 
的 最 佳人 A+1 边 着 色 ，4 是 c (ww) 二 
d(w) 的 一 个 顶 ， 则 存在 颜色 i, 让 ， 
iu 在 2 处 不 出 现 ， 而 六 在 4 处 至 少 
出 现 两 次 。 设 xo:, 是 后 色 ( 图 3.2)， 
因为 do)<A+1l， 其 色 i 在 bi 处 
不 出 现 ，i; 在 4# 外 出现， 否则 用 i， 图 9.2 
重新 对 xi 着 色 ， 得 到 一 个 对 C 的 改善 ， 这 与 C 是 最 佳 A+ 1 边 
着 色 矛 盾 。 故 某 边 wp。 着 色 为 1 .又 d(z)<A+l， 菜色 i 不 
在 v; 处 出 现 ,， i, 必 在 4 处 出 现 , 不然 用 和 对 由， 用 i, 对 
uv 重新 上 色 ， 会 得 到 对 C 的 改善 ， 这 是 不 可 能 的 . 故 有 菜 边 
uy， 着色 i,。 继 续 这 个 过 程 ， 我 们 构 作 了 一 顶 序列 0.,0,，… 和 和 
一 个 颜色 序列 i,i,,…， 使 得 

《1 ) uv) 着 色 ij， 和 县 

(29 in 不 在 vi 处 出 现 。 
由 于 4 的 次 数 有 限 ， 所 以 存在 最 小 整数 ! ， 使 得 对 某 个 4<! 有 

《3) i =f， (图 9.2) 
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我 们 用 下 述 办 法 对 G 的 边 重新 着 色 , 对 于 lj 所 h-1, 用 i 4， 
重新 对 ao 上 色 ， 得 到 一 个 新 的 A+1 边 着 色 C' = (E1,E,,…， 
三) 《图 9.3) 。 显然， 对 一 切 六 (G)， 

Cf (WD) co), 
上 且 C' 是 一 个 最 佳 A+1 边 着 色 。 由 引 涅 2，GLE' UE] 的 含 
4 的 连通 片 五 是 一 个 麻 圈 。 

现在 ， 我 们 用 i 训 ,,4<j 所 1 一 1) 重新 给 wv; 上 色 , 在 up 上 
的 颜色 是 i， 得 到 A+1 边 着 色 C’’ = (3' ,E2 五 243)( 图 
3.4) 。 显然， 对 一 切 u€V(G)， 


C0) cv), 


3.3 图 9.4 
且 GLE',U E44] 含 4 的 连通 片 及 '' 是 一 个 奇 团 . 但 在 鼠 ' 中 
v4 的 次 数 为 2 , 在 如” 中 w， 的 次 数 是 1 ,这 是 不 可 能 的 -证 毕 。 

我 们 根据 X/ (G) 的 什 把 一 切 单 图 刘 分 戌 两 类 ,，X’(G) = A 的 
图 G 称 为 第 一 类 的 图 xX (G) ~A+1 的 图 G 称 为 第 二 类 的 图 .二 
分 图 是 第 一 类 的 图 ， 而 妖怪 是 第 二 类 的 图 。 


9.2 Ramsey 数 和 Schur 定理 


第 八 章 中 我 们 讨论 过 Ramsey 数 ， 用 着 色 的 语言 来 讲 ， 就 
是 ， 对 任意 给 定 的 自然 数 上 与 ! ，r(&,D 是 满足 如 下 条 件 的 最 
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小 整数 4 ， 得 使 下 .中 的 任 一 个 2 边 着 色 (E, ,Es) 或 KK.CE,] 含 
子 图 K&, 或 民 .[E,] 中 含 子 图 长 ,, 则 称 r(&,1) 为 Ramsey 数 。 

用 上 述 定 义 可 以 把 r (8, 门 推广。 

定义 3 对 任意 给 意 的 虫 “ 个 数组 成 的 自然 数列 ,&,,…， 
，+ (1 ,ki，…ske) 是 满足 下 列 条 件 的 最 小 整数 % ,对 天 ,的 任意 
切 边 蕃 色 (E，,E,,…,E.)， 存 在 某 个 i，K.[EtJ 中 及 ;; 子 
图 ，1<<i mm， 期 称 7 公 ,1 , 记 ，，… ks) 为 Ramsey 数 。 

与 怀 (8, 了 ) 相 似 地 有 上 界 估 计 公式 : 

Chgkasers Ra) Sr hy lho ha) + r Chi sks 一 天 
Re) te tr Ck sks Ras kam1)~m+2, 

(hy tkRo+t +k )! 

RRR 

定理 3 (Schur,1916) 设 (S,,S,,…,S.) 是 集合 {1,2,…， 
7。] 的 任 一 划分 ， 其 中 7。 =r (3,3,…,3) , 则 对 某 个 i(1<i<x)， 

2 个 3 
si 中 有 三 个 数 x,y,z, 满 足 x+y =z， - 

证 考虑 KK,,, 太 ,, 的 顶 集 为 {1,2,…,r.}, 对 天 ,, 用 1， 
2 ，3，…，# 这 1 种 颜色 进行 边 着 色 ， 当 县 仅 当 [~ vfEs ;时 ， 
WD 边 着 以 j 色 ， 由 r, 定义 ， 在 政 ,。 中 有 单 色 三 角形 ， 即 有 三 
个 顶 a，b6，c，ab，ac，bc 有 辐 种 颜色 i ,无损 一 般 性 ， 设 a> 
b>c, 令 x=0~b, y=b-c, z=a~c, 则 Xx,y ,zs1,， 县 xX+y 
=z。 证 毕 . 

例 2 平面 上 有 六 个 点 ， 任 何 三 点 都 是 一 个 不 等 边 三 角形 的 
顶点 ， 则 这 些 三 角形 中 有 一 个 的 最 短 边 又 是 另 一 个 三 角形 的 最 
长 边 。 

证 把 每 个 三 角形 的 最 短 边 染 成 红色 ， 铀 下 的 边 染 成 外 色 。 
由 于 rs=6(ri=r(83))， 所 以 必 有 单 色 三 角形 。 又 每 个 三 角形 
都 有 最 短 边 ， 所 以 每 个 三 角形 上 都 有 红色 边 ， 故 上 述 单 色 三 角形 
是 红色 的 ， 所 以 它 的 最 长 边 也 是 红色 的 ， 同 时 ， 这 个 红色 边 又 是 
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rR +1ska tl Rut) 


另 一 个 三 角形 的 最 短 边 。 证 毕 . 

例 3 把 {1,2,3,4,5,6} 划 分 成 两 个 集合 ， 则 必 有 一 个 集合 
包含 两 数 及 其 差 。 

证 r:=6, 由 Schur 定 理 ,在 题 中 所 述 划分 出 的 两 个 集合 中 ， 
必 有 一 个 集合 3 中 有 三 个 数 *,y 2, 满足 x+ y=z， 于 是 该 集合 
3 中 有 两 数 >,x 及 其 差 ?。 证 毕 。 


9.3 时 间 表 问题 


学 校 里 有 ?位 教师 Xx， ,zs，…x。 和 ?个 班级 了 yo 
多 ; 老师 为 y; 班 每 天 上 课 ps; 学 时 。 试 安排 一 个 授课 表 , 使 学 
校 上 课 的 时 间 最 少 。 

令 玉 ={w 了 ={73ya53s jj 项 xi 与 2 
之 间 有 pii 条 边 相 连 ， 形 成 一 个 二 分 图 。 每 一 学 时 ， 每 位 教师 
最 多 为 一 个 班 上 课 ， 每 个 班 也 至 多 接受 一 个 老师 的 授课 。 故 我 
们 的 问题 之 解 就 是 求 X (G). 因 (二 分 图 ) = A， 车 没有 投 课 多 
于 少 节 的 教师 ， 也 没有 授课 多 于 情节 的 班级 ， 则 可 以 编 出 一 个 至 
多 博 课 的 时 间 表 。 然 而 , 若 只 有 指定 的 几 个 教室 可 用 ， 全 校 一 天 
最 少 安排 几 节 课 ? 

设 共计 工 门 功课 ， 编 成 每 天 乡 节 课 的 功课 表 ， 每 节 课 平均 要 


开 志 门 功课， 至 少 多 妥 | 赐教 室 。 为 了 编 负 功课 表 ， 我 们 首先 


给 出 下 面 的 引 理 和 定理 。 

下 理 3 力 和 六 是 图 G 的 无 公共 边 的 匹配 ,县 1M1>>1N|， 
莉 存 在 无 公共 边 的 匹配 M,N 7/ ， 使 得 

IM’|= MI-1, IN’|=iNI +1, MUN’=MUN., 

证 考虑 及 =GLMUNI]， 正 如 Berge 定 理 之 证 明 ， 昌 的 
每 个 连通 片 要 么 是 边 在 M 与 六 中 交错 出 现 的 偶 圈 ， 要 么 是 边 在 好 
与 W 中 交错 出 现 的 轨 。 又 因 JM41> |N1， 玉 的 某 一 轨 型 连通 片 的 
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始 边 与 终 边 皆 在 于 内 ， 令 这 一 加 为 
P=veU Cte 

且 取 

M’ = (M- {ee ,04+1)) teasee es 

A 

则 MM! 与 入 ' 亦 是 G 中 匹配 ， 且 满足 引 理 3 的 要 求 。 证 毕 。 

定理 4 G 是 二 分 图 ，Ap， 则 G 内 枪 在 ?个 无 公共 边 的 
严 配 以, ,人 MM,，,…, 寻 ,， 使 得 


E(@ = UM,, 
A 
县 对 于 1<i<p, 
Le/p<IMi<t{e/p}, 
证 和 由 于 G 是 二 分 图 ，X’(G)=A，E(G) 可 以 划分 成 A 个 
匹配 Ma ,M2、…,Ms。。 故 对 于 p 之 A, 存 在 无 公共 边 的 匹配 My 
My ( 当 i>A 时 ， 令 以 ;= 名 ) ， 合 得 


EG = UUM’. 
jl 
反复 运用 引 理 3 于 那些 边 数 差 大 于 1 的 每 对 匹配 ， 我 们 则 得 到 户 
个 两 两 不 相交 的 匹配 M, ,NM ,,…,M， 满足 定理 4 的 楼 求 。 
证 举 。 
例 4 四 名 教师 ， 五 个 班级 ， 教 学 要 求 如 下 : 
EE 
mi201101 
A=xs0 1010, 
x)01110 
xlo000 141 


试 排出 四 间 教 室 ， 三 冯 教 室 和 两 间 教室 的 课程 家、 
解 以 匡 = fx % 2) {yi199 299Y 4 为 二 
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分 图 的 顶 集 划 分 构 作 二 分 图 C , 当 4 和 矩阵 中 i ,i 号 元 素 为 ay 时 ， 
在 % 与 ?7 之 间 加 aiy 条 边 ， 于 是 A(G) =4，s=11， 安 排 4 节 


课 , [后 ]=2， 人 }=3， 由 定理 4， 可 安排 3 个 教室 4 节 课 的 课 


表 大 和 欲 用 页 个 教室 ， 由 于 他 寺 = 2，[ 卫 ] = 1， 风 可 编 诽 6 节 课 


的 课表 (图 9,5》 


图 9.5(o) 相应 的 课表 为 : 


坟 |1 2 3 4 5 5 


x yy yy 

x yy 

x ye - 

x yy 
共用 四 间 教 室 ， 因 为 第 一 节 课 y 1 ,ys5y,,y ,四 个 班 部 在 上 课 。 
图 9.5 中 细 实 线 代 表 第 一 节 上 课 的 教师 与 班级 的 匹配 ， 第 二 节 用 
嘿 线 珍 示 ! 第 三 节 课 用 浪 线 表 示 ， 第 四 节 课 用 租 实 线 表示 。 

我 们 把 图 9.5 (a) 中 的 轨 y,x1y,%, 中 粗细 实 线 易 位 ,得 
图 9.5 (8) 。 它 对 应 的 课 骨 为 ， 
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x [> ?yy 一 
x 
1 
9 


加 为 每 节 课 最 多 三 个 班 在 上 课 ， 所 以 只 需 三 间 教 室 。 
根据 引 理 3 与 定理 4 ， 我 们 把 图 9.5(8) 中 的 匹配 调 整 成 六 
个 两 两 不 相交 的 匹配 ， 则 可 得 六 节 课 的 课表 


载 语 | 1 2 3.4 5 56 


zy yy 
”3 - 
Xs |- -yy 92 一 
x yy 
9.4 顶 色 数 


定义 4 图 G 的 一 个 R 项 薄 色 是 指 了 (G) 的 一 个 划分 (六 ， 
了 5， 中 (sf 六 的 顶 省 薄 以 ; 色 。 又 若 仁 个 上, 中 
- 泡 答 邻 项 ， 则 称 此 项 落 色 为 正常 上 项 落 色 。 若 G 可 以 正常 上 项 
洲 色 ， 但 不 能 上 -1 顶 正常 落 色 ， 风 穆 G 的 色 数 为 六 ， 记 成 XY(G) 
= 和 且 称 C 为 上 色 图。 若 台 的 任 一 
走 子 图 百 ,X( 感 ) <X(G)， 则 称 G 为 
色 父 界 图 ， (G) =& 时 , 称 为 & 色 临 
界 围 。 . 
例如 ，X(G) =1, 当 上 且 仅 当 s(G) 
=03X1G) =2, 当 且 仅 当 G 是 有 边 二 
分 图 4 每 个 8 色 图 皆 存 在 8 色 临 界 子 
餐 5 求 7 顶 轮 的 色 数 。 图 9.8 


| 
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解 因为 7 顶 轮 G 有 边 ， 故 X(G) >1 又 轮 有 三 角形 ， 即 有 
奇 图 ， 所 以 非 二 分 图 ，X(G) >2， 即 X(G) 之 3. 我 们 把 轮 心 着 以 
1 色 ， 轮 周 上 2 色 与 3 色相 亲 出 更， 则 知 X(C) 和 3， 于 是 X(G》 
=3 (图 9.6) 。 

这 个 例 是 说 明 X(G)<A(G) +1=7， 也 有 X(G) =A(G) +1 
的 图 例如 G=K,X(K,) =3=A(K,)+1, 

定理 5 X(G)<A+1。 

证 任 取 一 顶 vV(G)， 着 以 A+1 种 颜色 之 一 ; 取 无 色 顶 
WEF(G)， 着 以 与 x 相 邻 的 顶 上 颜色 相 异 的 一 种 颜色 . 因 为 4(w) 
<A， 故 4 的 邻 顶 上 的 着 色 最 多 A 种 ，A+i 种 颜色 中 至 少 有 一 种 
[以 用 于 # 的 着 色 。 而 | 天 (G)1< + co， 故 如 此 进行 有 限 次 之 后 
[以 完成 避 的 正常 顶 着 色 ， 且 X*(G) A+1, 证 毕 。 

可 以 化 为 求 色 数 的 实际 问题 很 多 ， 下 面 提供 三 个 实例 。 

(1) 考试 安排 向 题 ， 学 期 的 期 末 考 试 最 少 几 天 才能 完成 ? 

设 学 校 共 有 + 门 功课 需要 进行 期 末 考 试 ， 因 为 不 少 学 生 不 止 
选修 一 门 课 ， 所 以 不 能 把 一 个 同学 选修 的 两 门 课 安排 在 同一 个 时 
闻 进 行 考试 。 

我 们 以 每 门 功课 为 一 个 顶 ， 当 且 仅 当 两 门 功课 被 癌 一 个 学 生 
选修 时 ， 在 相应 二 顶 之 间 连 一 条 边 ， 得 到 一 个 图 G 。 我 们 对 G 的 
顶 进 行 正常 着 色 。 同 色 顶 则 安排 在 同一 时 间 考 试 ， 于 是 X(G) 即 
为 学 校 期 末 考 试 所 需 最 少 天 数 。 

(2 ) 在 鱼 问 题 ， 有 的 货物 ， 放 在 一 起 不 安全 〈 例 如 黄鼠狼 
和 小 鸡 ) ， 间 至 少 要 几 个 库房 才能 安全 存放 ? 

以 货物 为 顶 ， 在 县 仅 在 放 在 一 起 不 安全 的 两 种 货物 之 间 连 上 
一 条 边 ， 得 一 图 C，X(G) 即 为 所 求 。 

(3) 距离 约束 辣 信 题 频率 分 配 问 题 〈 代 号 F*D-CCA 
PE》 地面 上 有 车 干 无 线 电 发 射 合 ， 我 们 要 对 每 个 台 分 配 一 个 频 
率 令 其 采用 ， 频 率 用 自然 数 从 1 起 编号 ， 称 为 信道 号 码 。 为 排除 
泣 信 道 造成 的 和 干扰， 我 们 要 求 使 用 同 信道 的 发 射 台 之 间 相 下 必 须 
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对 对 


大 于 指定 的 正 数 d ， 问 至 少 要 用 几 个 信道 ? 
我 们 以 皇 为 半径 ， 以 发 射 台 为 团 心 作 园 ， 仅 当 两 个 团 有 公共 


虚 时 ， 在 两 个 贺 心 之 间 加 一 边 ， 以 圆心 为 顶 ， 得 到 一 个 图 G (区 
盘 图 ) ，X(《G) 即 为 所 求 。 


9.5 面 色 数 


定义 5 平面 图 G 平 面 庶 入 后 ， 它 的 & 面 落 色 是 指 其 面 集合 
下 的 一 个 划分 《F, ,下 ,,…,P,》，FF, 中 的 面 首 消 以 ; 色 。 如 果 
每 个 FF 中 的 面 两 两 无 公共 边 , 刚 称 此 面 莫 色 为 正常 面 蒂 色 .。 
平面 图 G 有 上 面 正常 落 色 ， 但 不 能 进行 &- 1 面 正常 阔 色 。 购 称 
& 是 G 的 面色 数 ， 记 之 为 关 (G) = 

车 G* 是 G 的 对 偶 图 ， 则 显然 有 X*(G*) = Xe(G) 。 

四 色 定理 有 两 种 表述 方式 ， 

《1) 对 于 任何 平面 图 G，X%*(G) <4。 

(2 ) 对 于 任何 平面 图 G，XY(G) <4. 

这 两 种 表述 是 等 价 的 .事实 上 ,车 G 是 平面 图 , 且 X(G) <<4， 
由 于 G* 也 是 平面 图 , 故 XCG*) <<4; 又 XG*) =%y(G)， 故 得 和 
(G) 4, 反 之 ， 车 知 (G) <4, 不 妨 设 G 是 平面 连通 图 ; 则 X(G) 
=X0U(GY)*)=X(G*)， 而 G* 是 平面 图 放 入 (G*)<4， 即 
X(G) <4。 ， 

定 面 6 (Heawood，1890) (平面 图 ) <<5。 

证 ”我们 对 ，” 进行 数学 归纳 法 证 明 。 

J&5 时 ， 定 理 显 然 成 立 ， 

假设 对 ><* 一 }， 定 理 已 成 立 ， 考 虑 v=f# 的 情形 。 因 G 是 
平面 图 ， 所 以 存在 rn EV(G)，d(v,) 所 5。 

《1) du) 去 4 考虑 G-u， 由 归纳 法 很 设 ，X(G-oo) 
么 5 再 把 w% 着 以 与 邻 页 〈 不 超过 四 个 》 相 异 的 第 五 . 色 ， 周 知 
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XG) <5。 

《2) do) =5， 设 moiyuayneyos 是 v 的 邻 顶 ， 按 道 时 
针 为 序 画 在 平面 上 《图 9.7) ， 分 
别 着 以 a, p, c, d, e 五 种 颜色 。 沁 
G,=C-an，G,, 是 和 ,中 由 ayc 
色 之 顶 导 出 的 子 图 。 在 G。. 中 ， 

(i) 若 w: 与" 分 处 于 两 个 
连通 片 ， 在 含 " 的 连通 片 中 ,a, 6 
两 色 互 换 ， 由 归纳 法 假设 , X(G。) 
所 5; 这 上 时， 把 v, 着 以 a 色 ， 则 得 
XG) <5, 

《ii)》 若 o 与 w, 在 一 个 连通 

四 9 片 中 ， 则 存在 轨 P(v, 0,) ,在 Po 

v，) 上 4，。5 二 色 交 痊 出 现 ， 在 G 中 v0,P(v,,0,)0s06 是 一 个 
鄙 ， 因 为 已 经 平面 嵌入 ，v, 与 v2。 必 分 居于 此 潮 之 内 外 。 显 然 ， 
在 G。 中 由 5b,d 两 色 导出 的 子 图 Gs 中 ，v, 与 0, 分 属于 两 个 
连通 片 ， 不 然 ， 在 G,， 中 有 轨 P(v;,v。,)， 它 与 Plv,,v0,》 相交 
于 一 个 公共 顶 ， 这 个 公共 顶 一 方面 在 P(v,,v,) 上 ,是 0 或 色 ; 
另 一 方面 , 在 P(v,,v,) 上 ， 是 6 或 d 色 ,这 是 不 可 能 的 ,既然 
vs 与 v4 在 Gs 中 分 属于 两 个 连通 片 ， 把 v, 所 在 的 连通 片 中 
与 d 色 互 换 ， 再 对 2。 着 以 b 色 ， 则 得 XCG) 志 5。 证 毕 ， 

定理 6 中 “颜色 互 换 ”的 技巧 是 代 emple 首次 提出 的 。 这 种 
技巧 在 染色 中 不 下 一 次 地 运用 。 

例 6 平面 上 任 作 ”条 直线 ， 把 平面 划分 成 若干 区域， 证 
朋 ， 只 需 两 种 颜色 即 可 把 全 部 区 域 上 色 ， 面 有 有 公共 边界 线 的 两 
区 域 异 色 。 

证 对 ?进行 数学 归纳 法 ，" = 1 时， 命题 显然 成 立 , 假设 
H#<R 时 ， 命 题 已 成 立 ， 令 #=R+1， 从 R+1 条 直线 中 任意 删除 
一 条 直线 工 ， 由 归纳 法 假设 ， 对 裂 下 的 条 直线 划分 的 区 域 ， 可 
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以 只 用 a,2 两 种 颜色 着 色 ， 且 相 令 区 域 异 色 。 这 时 ， 再 把 工 恢复 
到 原来 位 置 上 ， 生 把 工 某 一 侧 的 c,b 两 色 互 换 ， 则 得 证 命题 对 
&+ 1 = 地 仍 成 立 。 证 毕 。 


9.6 颜色 多 项 式 


今 有 上 种 颜色 〈&z1)， 用 以 对 给 定 的 标志 图 正常 项 着 色 ， 
间 共 有 多 少 种 不 同 的 着 色 方 式 ? 所 谓 两 次 着 色 方式 不 同 ， 是 指 至 
少 有 一 个 顶 ， 两 次 着 色 颜色 不 同 。 我 们 用 P(G,k) 表示 图 G 的 上 
述 不 同 的 着 色 方式 的 总 数 ， 对 给 定 的 G，P(G,R 是 二 的 一 元 函 
数 ， 定 义 域 是 自然 数 集合 W 。 

由 定义 可 知 ， 

(CD P(G,&) >0 的 完 要 条 件 是 X(G) < 

(2) s(G) =0 时 ，P(G ,月 = 生 。 

(3)》 G=K,, WP(Gh) hE- DR +1). 
例如 , P(&,,3)=3(3 一 1) (3 一 2) =6 《图 9,8》》， 即 用 三 种 颜色 对 
标志 的 三 角形 正常 顶 着 色 ， 共 有 6 种 不 同 的 上 色 方 式 。 


和 人 AAAA 和 


图 9.8 


定理 7 G 是 单 理 ， 任 取 一 边 “<E BE(G)， 峙 

P(G,h) = P(G-esh) — POGe,h). 
证 设 e=uv，, 考虑 用 种 颜色 对 G-e 着色， 
(1) 当 4 与 "同色 时 ， 上 色 方式 的 数目 恰 为 P(G,e 和) 。 
(2) 当 +# 与 ” 异 色 时 ， 上 色 方 式 的 数目 恰 为 PtG ,外 ) 。 
由 (1) 与 (2) 得 

PG ~e,h) =P(Geesh) +P(G 


故 得 
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PIG =P(G—e,k) ~- P(Ge,k) . 证 毕 。 
利用 定理 7 给 出 的 公式 可 以 递 推 地 求 得 一 些小 图 的 P(G， 
和 .图 9.9 给 出 了 四 顶 星 用 有 逢 颜 色 上 色 村 ， 不 同上 色 方式 的 数 
县 是 &(k~1D*， 四 阶 守 (四 边 形 ) 的 上 色 方 式 有 &(R-1) 
"38+3) 种 。 

这 两 个 图 的 了 (G ,h) 都 是 多 项 式 ， 事 实 凸 ， 这 并 非 偶然 ， 

定理 8 P(G,k) 是 & 的 ?次 多 项 式 ， 且 《1) 首 项 为 k*， 

(2》 第 二 项 为 - sz" -5 (3》 常 数 为 零 ， 〈4》 系数 短 整 数 ， 且 
正 负 交 借 出 现 ， 

证 对 6 进行 数学 归纳 法 证 明 。 不妨 设 G 为 单 图 ，G'e 中 有 
重 边 时 ， 只 保留 重 边 中 的 一 条 边 , = 0 时 ，P(G,h) = 有 ,定理 
成 立 。 假设 :所 mw 一 1 时 定理 已 或 立 ， 冰 虑 6= 1m 的 情形 ， 由 归纳 
法 假设 ， 


3 ， 
PKG-e 有 = 名 一 (TDhrr+I (TD taiRi 


于 = 


:3 
P(Gre 有 = 名 一 下 各 一 


er 
其 中 外 是 Gee 的 边 数 ，a1,b, 是非 负 整数 。 由 定理 7 ， 
P(G,k) = PG -ek)— PG.e ,Rk) 


vs 
=k"— eh’! + (eta) hi+ DC-1)" ia, 


Tal 
+(—D "bk:=h" eh’! + (8! 十 Go hk 


+ -1) "(a +b)h', 


?23 


证 毕 。 
定理 8 告诉 我 们 P(G, 铺 是 多 项 式 ， 今 后 我 们 称 P(G ,hk) 为 
戎 色 多 项 式 ， 颜 色 多 项 式 是 1912 年 Birkhoff 冲击 4CC 时 引入 
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人 -入 -入 
(7 ) (oy) 


R33 


L-NNA 
HA)AO) 
多 … 信 -| 


SMR TEE) ke 3) tak DR-2) RE 1 二 二 -CE 3 全 
图 9.9 
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任意 的 平 相 摆 C， 戎 有 已 (C,4) >>0。 

如 今 四 色 猜 想 已 被 证 明 。 所 以 ， 如 果 图 @ 的 颜色 多 项 式 
了 (Gs, 有) 一,(h) (4 一 小时 ， 其 中 避 ,(k) 是 名 的 v1 次 多 项 式 ， 
则 PP(G,4) =0， 于 是 可 以 断言 G 非 平 主 图 。 平 面 图 的 颜 色 多 项 
式 不 会 有 大 于 3 的 实 根 。 

车 人 @, ,Gs,…,G。 是 G 的 连通 片 ， 则 显然 有 


PG,k)= TT PG, ,bk). 


ial 


颜色 多 项 式 的 缺点 之 一 是 它 与 图 不 一 一 对 应 同 构 的 两 个 标 - 
志 图 ， 其 颜色 多 项 式 当然 相 等 ， 但 两 个 图 的 颜色 多 项 式 稻 等 时， 
两 图 未 必 同 构 ， 这 一 点 从 下 面 的 定理 可 以 看 得 出 来 . 

定理 9 G 是 树 的 充 要 条 件 是 已 (G,P =k(kR 一 了 

证 若 P(G ,有 =&GR-1 "1 :这 时 颜色 多 项 式 中 有 工 次 项 ， 


由 PC 有 = 末 P(G, ,和 j 知 w=1, 即 G 是 连通 图 ;又 kh(h 一 1) "1 


i 
的 > 一 1 次 项 的 系数 是 ~ (+1)， 即 =y-1， 故 @ 是 树 。 

营 G 是 树 ， 我 们 用 关于 v 的 数学 归纳 法 来 证 明 P(G, 
=k(R-1)"!, 事实 上 G=7 了 是 树 , v=1 时 ,P(T,k)=k,y= 作 
时 ， 个 = 基 ,，P(T 了 ,hk) = RCR-1)， 定 理 成 立 。 假设 ><n 一 1 时 ， 
PT,kR) =R(k-1)"'!, 设 0EV(T), 且 v 是 时, v(T)=n， 考 
虑 了 = 了 -~uw 由 归纳 法 假设 ， 已 (77 ,&) = 名 (kh 一 1)"~*。 然 而 ， 
对 了 的 每 一 正常 顶 着 色 〈 根 用 有 种 颜色 中 的 一 些 颜 色 )，v 的 

“着色 有 R- 1 种 选择 而 使 了 正常 顶 着 色 ， 故 
PT 有 =P0T hk) (RR-1) =kR(R-1) "~! 
证 毕 .。 

?7 项 的 树 ， 当 > 关 3 时 ， 其 中 有 不 少 不 同 构 者 ， 但 它们 的 阁 
色 多 项 式 却 是 一 致 的 。 

关于 颜色 多 项 式 ， 还 有 不 少 间 题 引 人 注 意 ， 例 如 : 
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《1) Re- 1 为 颜色 多 项 式 的 图 都 是 树 ， 推 广 地 问 : 里 
颜色 多 项 式 的 图 若 不 同 构 ， 它 们 有 什么 共同 点 ? 
《2 ) 如 何 判断 一 个 多 项 式 是 否 颜色 多 项 式 ? 
例如 入 一 387 + 3&: 满足 定理 8 的 首 项 系数 为 1 ， 系 数 皆 整 
数 ， 正 负 交错 地 出 现 ， 无 常数 项， 但 它 并 不 是 颜色 多 项 式 。 事 实 
上 ， 著 它 是 图 G 的 颜色 多 项 式 ，G 连 通 时 ， 央 6。=3, 而 y=4， 
故 G 是 树 ， 宫 的 颜色 多 项 式 应 为 RR 一 1)"™'=h(R-1)? 取 kh* 、 
一 3&* +383 车 G 不 连通 ,只 能 有 是 G= 民 ,UKK, ,而 这 时 P(G， 
8B) = PIK,,R) PORK sR) =hk(R— 1) (Rk— 2) RR: — 3k’ + 3k?, 
《3 ) Read 猜想 ，P(G ,8) 中 系数 的 绝对 值 先 是 严格 单调 
上升 ， 继 而 严格 单调 下 降 . 
至 今 尚 无 人 证 了 明 或 反驳 Read 猜想 . 


可 


首相 


9.7 求 色 数 的 一 个 算法 


求 色 教 目前 尚 无 好 算法 ， 即 尚 无 有 效 算 法 ， 本 节 介绍 一 个 算 
法 ， 它 对 项 数 较 多 的 图 不 适用 。、 

为 得 到 色 数 的 算法 ， 我 们 首先 讨论 所 谓 规范 项 着 色 。 

定义 6 图 G 的 一 个 项 薄 色 (7V,,V,，…,Vi), 车 六 是 


下 一 
石 ~ UP 的 极 大 独立 集 ，i =1,2,…,&h， 信 =H， 则 称 这 一 名 


11 
项 靖 色 是 规范 上 项 菏 色 ， 

规范 R 项 若 色 是 正常 & 顶 着 色 。 

定理 10 CG 是 可 以 上 项 正常 消 色 的 ， 则 G 存 在 & 顶 规范 东 
色 。 、 
证 设 (777 是 @G 的 一 个 正常 上 顶 着 色 ， 若 ;是 
亿 的 极 大 独立 集 ， 则 把 六 ,各 顶 荐 以 1 色 ， 不然 ，F, 是 独立 集 ， 
从 六 -了 ,中 调 入 某 些 项 进入 信 ,， 可 以 使 扩张 成 极 大 独立 集 
了 了 六 ,Vs 分 别 变 成 V4 入 各 ,… ,VA ， 考 虑 6 
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”~ 太后 ， 着 天 和 是 其 极 大 独立 集 ， 则 把 4” 的 顶 着 以 2 色 y 
不 然 ， 从 G4V -V40 中 调 一 些 顶 进 入 V8， 使 P40 扩张 
成 G-V4V9 的 极 大 独立 集 人 4? 。 如 此 以 往 ， 最 后 可 得 G 的 规范 
6 项 着 色 《V0 40 天 各 )， 证 毕 。 
当 我 们 用 一 些 颜色 为 一 个 图 正常 着 色 ， 首 先 用 第 一 种 颜色 去 
上 色 时 ， 尽 可 能 扩大 第 一 色 顶 的 个 数 ， 认 为 这 是 “规范 > 的 一 种 
表现 ， 即 尽 可 能 多 “工作 ”。 用 第 二 种 颜色 上 色 时 亦 应 本 着 尽 可 
能 多 给 一 些 顶 上 色 的 规范 态度 去 做 等 等 ， 所 以 名 规范 顶 着 色 。 
当然 ， 规 范 项 着 色 用 的 颜色 数 未 必 就 是 X(G) ,而 且 规 范 着 色 未 
必 唯 一 ， 册 定理 10，G 可 用 X(G》 种 颜色 正常 顶 着 色 ， 也 必然 存 
在 X(G》 规范 着 色 ， 于 是 我 们 只 需 从 一 切 规范 着 色 中 拢 选 所 用 颜 
色 最 少 者 ， 其 所 用 颜色 即 为 所 求 的 X(G) 。 
例如 图 9.10 中 的 极 大 独立 集 共 计 
4% 三 个 ， fp favoj，{oxio .所 
以 G 的 规范 着 色 是 唯一 的 ，({9,}， 
| {oyoaj，fa:votj， 故 得 XCG) = 3. 
1 这 里 介绍 的 规范 着 色 的 方法 求 色 
| 数 其 实 需要 求 极 大 独立 集 以 及 一 切 规 
范 着 色 ， 这 对 于 大 图 ， 因 为 计算 量 过 
» %“ 大 而 成 为 实际 上 不 可 完成 的 解法 ， 所 
图 9.10 以 是 一 个 坏 算法 。 


着 色 问 题 的 理论 与 应 用 ， 内 容 之 丰富 ， 之 精彩 ， 使 它 成 了 图 
论 中 的 重要 篇 送 。 4 色 定 理 尚 欠 理 论 性 证 明 , 此外， 还 有 一 些 猜 
想 《 例 如 Read 猜想 ) 亦 未 被 证 明 或 反驳 ， 我 们 用 时 间 表 之 编排 
及 F*D-CCAD 间 题 为 范例 来 说 明 如 何 把 实际 问题 化 为 染色 亲 
题 ， 读 者 应 当 增 强 用 着 色 思想 考虑 实际 问题 的 观念 。 

本 章 的 要 点 是 
1 《1X(G) MG) ,X*(G》 的 定义 与 联系 。 
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《2) 入 (二 分 图 ) =A，Xx/ ( 单 图 ) =A 或 A+1，X(G) 
<A+i。 

《3 ) 颜色 多 项 式 的 定义 和 求法 。 

《4》 四 色 定 理 与 五 色 定理 ， 

《5)》 把 时 间 表 问题 及 F*D-CCAP 化 成 着 色 问题 。 


习 题 ， 
1, x (Petersen 图 ) =4。 
2。 怎样 求 二 分 图 的 正常 A 边 着 色 ? 
”3。G 是 二 分 图 ，5>0， 则 G 有 一 个 85 边 着 色 ， 在 G 的 任 一 
顶 处 均 有 5 个 颜色 出 现 。 
4, XK ,1) = (Ka) =27 一 1。 
5.。 如 是 正则 图 ,，v 是 奇数 ，E 去 0， 则 XW (G) = A+1。 
§。G 是 无 环 单 图 ， v=24+1，e>nA， 则 二 A+1。 
7。 图 G 中 任意 两 个 正常 边 着 色 对 边 集合 的 色 划 分 一 致 ， 
则 称 G 是 唯一 正常 边 着 色 图 证 明 叭 一 3 边 正常 染色 3 次 正则 
智 是 Hamilton 图 。 
8， 学校 里 有 ?7 名 教师 ，12 个 班 ， 每 局 五 天 教学 ， 教 课 变 求 
贡 下 面 矩阵 给 出 : 
313a3a3wysyeyyyaynyiogaagaa 
(133233333333 3 3\x 


[16042s133 0 4 | 
5055005050 5 5 Ix, 
ez 
13 522031443 2 5 | 
|5s50o00ssos0s so0 x 
\0343434343 3 0 /x 


其 中 p,; 是 教师 x; 教 y; 班 的 节 数 ， 试 问 ， 
(1) 一 天 应 分 几 节 课 ? 
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(2) 若 每 天 上 8 节 课 ， 需 要 几 间 教室 ? 

9。 证明; 

(DD rn(r, 1) +2, 

(2) r, <[nle]+1, 

(3) rs <17. 

10. 6 是 无 环 图 ， 则 存在 A 正 划 图 ， 使 G 为 其 子 图 。 

11。 单 图 G 与 及 之 积 G Xx 是 下 面 的 图 ， 其 顶 集 为 V(GY 
XV 有 昌 ),(4,0) 与 (w/v) 相 邻 的 充 要 条 件 是 4=w ,vv' EE(HY》 
或 0=v，uu EEB(G). 试 证 明 ; 

(DD) x (GxK)=ACGxK,)., 

《2》 开 是 一 个 非 平 凡 图 , 旦 x (H)=A(H), 则 x (GxH) 
=A(GxH)., 

12。 写 出 一 个 在 单 图 上 A+1 正常 项 着 色 的 算法 ， 

13。8(G) 六 1，C 是 单 图 ， 则 存在 85-1 边 着 色 ， 使 G 的 每 
顶 处 出 现 6 一 1 种 颜色 。 

14。s。 是 满足 下 列 条 件 的 最 小 整数 ， 把 行 ,2，,…,s ,} 划 分 成 . 
.1 个子 集 ， 总 存在 一 个 子 集 ， 其 中 有 x+ y=z 的 解 ， 证 明 

S81 =2, 8 =5, ss =14, 


15。s。3>3s。 —1, 


i 
18 交工 (3 
SF 十 1)。 


17, sa (27(3) "s+ D). 


18。 一 个 国际 社团 ， 由 六 个 国家 的 1976 人 组 成 ， 对 每 个 人 任 
急 一 号 码 ， 但 号 码 从 1 编 到 1976， 则 定 有 一 人 ， 其 号 码 是 其 某 同 
和 胞 号 码 之 2 倍 或 某 两 同胞 号 码 之 和 。 又 

(1) 把 1976 改 成 1958， 命 题 是 否 仍 成 立 ? 

《2) 车 只 有 364 名 入 士 时 ， 可 以 有 一 编号 方法 ,使 上 述 车 
胞 号 玛 关 系 不 出 现 。 
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《3) 把 6 图 推广 成 4 国 (* 关 6)， 问 至 少 多 少 位 人 士 参 


吉 才 


稻 发 生 题 中 所 述 的 局 胞 号 码 关 系 ? 义 问 至 多 多 少 人 十 参加 时 ， 才 


可 设法 避免 那 种 同胞 号 码 关系 ? 


19，G 是 单 力 ， 则 X(G) > 于 。 


20。G 中 任 二 奇 图 此 有 公共 项 ， 则 X < 和 5。 

21。G 的 次 数列 为 di,，d,,，…,d,， 且 dd, 之 d ,>… 之 d 
Xx<maxmin{d, + 1,i}, 

22, 6>0, 则 XY 和 <{(2e)1 /7}。 

23.。X(G) +XG) Ev+1, 


vw 则 


24。 仅 有 的 工 色 临界 图 是 天 ,， 仅 有 的 2 色 临界 图 是 天 2 


而 仅 有 的 3 色 枸 界 图 是 闵 阶 奇 图 。 8 是 不 小 于 3 的 奇数 
25， 求 图 9.11 路 两 个 图 的 颜色 多 项 式 ， 


图 9.11 


26。 PIC R)=(R-1 "+(-1)"(8-1), 其 中 C, 是 x 阶 


27,。 PP(G,h) =R(R-2)"+ (1)"k(R~2), 其 中 G 为 n+1 顶 


28。Gn 五 是 完全 图 ， 其 中 G 与 五 是 单 图 ， 则 
PIGYUH,R). PCGNEH,k) =P(G,R): PCH ,8). 

29。P(G,k) =0 的 实 根 不 大 于 5D。 

30。X(n 维 立方 体 ) =? X (nr 维 立 方 体 ) = ?了 


31。 图 @ 的 颜色 多 项 式 为 PIG, 间 = (k-5)P,(k)， 


卫 ,(k) 是 刀 的 v-1 次 多 项 式 ， 河 G 是 可 平面 图 ? 为 什么 ? 


其 中 
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32。 证明 ， 若 图 @ 满 足下 列 条 件 之 一 ， 则 @ 是 第 二 类 的 图 ， 
C1) v=0dd, 且 [A-d(0) <A, 


《2) v= odd 的 正则 图。 
《3》 含 荐 项 的 正则 图 。 


; 《4) G 是 从 v=odd 的 正则 图 中 删 去 不 多 于 全 1 条 边 得 到 


的 图 ， 
1《5》 G 是 从 v= even 的 正则 图 中 一 条 边 被 剖 分 得 到 的 图 - 
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10 有 向 图 


10.1 有 向 图 的 连通 性 


有 向 图 的 概念 以 及 有 向 道路 、 有 疝 轨 、 有 向 圈 等 概念 ， 我 们 
前 面 介 绍 过 ， 本 章 要 深入 研究 这 些 概念 的 竹 质 和 应 用 。 

定义 1 把 有 向 国 的 各 边 的 方向 去 摔 ， 所 德 的 无 向 困 叫 做 该 
有 有 向 图 的 底 图 ， 有 向 图 G 之 弃 图 是 连通 图 时 ， 此 有 向 图 称 为 绊 做 
通 有 向 图 。 对 于 有 向 困 G 的 项 wo (G)， 存 在 有 问 舱 己 (io) 
时 ， 称 * 可 达 。， 任 取 w;oE(G)，# 可 达 p 或 可 达 !“ 时 ， 存 
G 是 单 连通 有 向 图 ， 任 取 4,vEV(G)， 不 但 # 可 达 v, 图 县 0 可 
达 # 时 ， 称 G 为 强 连 通 有 向 图 。 

定理 1 G 是 强 连 通 有 向 国 的 充 图 条 件 是 G 的 一 切 项 在 一 个 
有 向 图 路 上 。 

证 设 @G 是 强 过 通 有 向 图 ，F(G) = {v4,0,，…s0,}， 则 存在 
有 商 轨 已 , (op:) ,Pv 508) ,Poi -iypv)y 王 (opi) 


于 是 JP， 好 为 含 一 切 顶 的 有 向 问 路 , 友之， 车 G 之 一 切 顶 共处 
11 


于 一 个 肌 间 路 上 ， 则 任 取 x;,zEF(G)， 存 在 有 商 轨 已 (so 
与 P,(v,4)， 故 G 是 强 连 通 有 向 图 ， 证 毕 ， 

定理 2 有 向 图 G 为 单 连通 图 的 充 要 条 人 忻 是 GG 中 存在 有 向 生 
或 道路 。 一 

证 充分 性 不 足 道 。 

下 证 必要 性 。 已 知 有 向 图 G 是 单 连通 的 , 任 取 定 V ,这 (G)， 
总 存在 一 个 顶 u5V,， 对 任何 v 了 , ,使 得 v， 可 达 v ， 不 然 的 话 。 
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一 ~ 一 -一 一 一 


必 有 一 个 最 小 的 无 此 性 质 的 顶 子 集 U= {v1,0,,…,v，}， 在 UU 一 
{v4} 中 存在 一 个 项， 对 任意 的 KU -fo ，>" 可 达 +。 由 此 
知 ， 在 避 中 只 能 是 "不 能 达 "*， 园 时 vi 不 可 达 ” ， 这 与 G 是 单 
连通 有 向 图 相 违 证 毕 ,， 

定理 3 无 上 图 G 可 定 前 成 强 连 通 图 的 充 要 条 件 是 无 各 图 
《 底 图 ) G 是 2 边 连 通 图 . 

证 “ 若 无 向 图 @ 可 定向 成 强 连 通 图 ， 则 G 中 无 桥 ， 不 然 桥 的 
两 端点 在 定 商 后 的 有 向 图 中 不 能 彼此 可 达 ， 与 强 连 通 的 定义 相 
违 . 所 以 G 是 2 边 连 通 图 . 

反之 ， 若 G 是 2 边 连通 的 无 疝 图 ， 它 无 桥 ， 存 在 一 个 胃 G,5 
我 们 构 作 G 的 连通 子 图 序列 G1,G，，…; 若 G， (i=1,2,…) 不 
是 生成 子 图 ， 设 v 不 是 G, 中 的 项， 而 vkV(G)， 则 找到 两 个 
无 关公 共 边 的 轨 卫 ,，Q，( 见 第 3 章 习题 9) ; 卫 ,，Q, 的 一 端 
是 vi,, 另 一 端 在 C, 中， 这 时 , 令 Gits=G1UPiUQ;。 又 因 
17Y(G)|<+ 0， 歼 这 一 序列 必然 到 某 一 生成 子 图 G, 为 止 。 我 
们 给 G, 定向 ， 首先 把 G, 定 褒 成 有 向 图， 了 ,定向 或 起 点 在 0; 的 
有 商 轨 ，Q, 定向 成 终点 在 "; 的 有 疝 轨 ， 于 是 每 个 G;， 进 而 G， 
有 了 定向 ， 且 显然 C, 是 强 连通 有 向 图 ， 把 不 在 G。 上 的 G 之 边 
任意 定 宙 ， 风 得 以 G 为 底 图 的 有 向 图 ， 且 是 强 连通 有 向 图 。 证 
毕 . 

定理 3 的 实际 背景 是 :什么 样 的 公路 网 ， 为 减少 车 袜 和 交通 
阻塞 ， 可 以 规定 单 向 行 鸡 方 向 ， 且 保证 运输 畅通 ? 这 不 总 是 办 得 
到 的 ， 例 如 图 10.1 就 办 不 到 。 


图 I0.1 
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办 不 成 的 原因 是 它 的 图 上 有 一 个 桥 。 定 理 3 构造 性 地 指出 仅 当 无 


桥 对 可 以 规定 单 向 行驶 方向 。 


10.2 有 向 Euler 


| 


与 第 4 章 相应 地 可 以 定义 有 向 Euler 图， 有 向 图 中 含 每 条 
边 的 有 向 行 迹 叫做 有 疯 Euler 行 迹 ， 有 向 图 中 含 每 条 边 的 有 向 
辐 路 叫做 有 部 Euler 回路 ， 含 有 向 Euler 同 路 的 有 向 图 叫做 
有 向 Euler 图 。 直观 地 讲 ， 有 向 Euler 图 是 从 一 顶 出 发 ， 顺 着 
箭头 指示 的 方向 走 ， 可 以 走 过 每 条 边 诠 一 次 又 返回 出 发 点 的 那 种 
图 下面 给 出 有 向 Euler 图 的 特征 性 描述 。 
-定理 4 G 是 到 连通 有 向 图 ， 则 下 述 命 题 靠 价 ， 
(1 G 中 含有 有 Euler 回路 . 
(2) YuEV (GY), d-(v) =d'(v), 


(3) G= 【JC,， 其 中 C, 是 有 剖 图 ， 且 EC,) NE(C,) 


i 


= 好 ，L<i<jsn 7 为 某 个 自然 数 . 

定理 4 的 证 明 与 第 4 章 定理 1 证 朋 相 似 。 当 证 明 (2) 地 (3) 
时 ， 首 先 证 明 G 中 有 有 向 图 C,， 为 此 ， 考 虑 G 中 的 最 长 有 疝 轨 
了 eusu)， 因 中 (o) =d-(v)， 所 以 有 一 条 边 e，。 的 尾 是 za，e 
的 头 必 在 Ps(sso) 上 ， 于 是 产生 了 有 向 圈 。 其 它 推导 与 第 4 章 定 . 


理工 雷同 


定理 5 G 是 到 连通 有 问题 ， 且 满足 


dt (V), Fu sadist EV (GY 
d- (0) = di(v) 1, v=uy 
d* (0) + 1, v=4,, 

则 G 中 有 以 x 为 起 点 以 4, 为 终点 的 有 各 Euler 行 迹 。 
定理 5 的 证 明 与 第 4 章 定理 2 相似 。 


下 面 介绍 如 何 用 有 向 Euler 


图 


的 概念 设计 有 效 磋 鼓 。 一 个 
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磁 鼓 ， 实 际 上 相当 于 把 一 个 曲面 分 割 成 2” 部分， 每 一 部 分 或 由 
导体 或 由 绝缘 体 组 成 。 图 .10.2 接触 器 的 位 置 表示 一 个 2 进 制 
数 010 ， 当 磁 鼓 顺 时 针 转 动 一 格 


[人 后 ， 得 101， 再 转 一 格 得 010 ， 

丰 蟾 。 这 就 不 好 了 ， 这 个 状态 与 开始 的 
想 。 状 态 无 法 区 别 。 

介 7/ 一 般 地 ， 设 计 一 个 磁 喜 ， 即 

“7 将 鼓 面 划分 成 2" 个 格子 ,在 每 个 


格 于 上 分 配 数字 0 或 1， 但 必须 
国 10.2 满足 “不 重复 ,不 遗漏 ? 的 条 件 。 
《1) 不 重复 ” 即 相继 的 有 个 接触 器 随 着 鼓 的 转动 所 读 出 的 
2 个 8 位 二 进 制 数 要 两 两 相 异 。 为 此 必须 2 233。 
《2) 不 遗漏 ” 即 2* 个 不 同 的 位 二 进 制 数 ， 每 个 都 对 应 鼓 
的 某 一 状态 ， 为 此 ，2: <2”。 
所 以 必须 六 = nm 
&=# 的 不 重复 、 不 蜀 漏 的 砚 鼓 叫做 有 效 磁 鼓 ， 图 10.2 中 的 
磁 鼓 不 是 有 效 磁 喜 ， 它 不 满足 条 件 《1) 与 (2) 。 
对 于 任 给 的 上 = %, 怎 样 设计 - -个 有 效 磁 鼓 7Good 用 有 向 Euler 
回路 解决 了 这 一 问题 。 
构 作 有 向 图 Gu， p,€{0,1}，i=],2,.… sn。 
六 (G。) = {pprepa-i |p: =0 或 1, 1<i<n -1}, 
YU VV (G,), 
AD 1901 一 坟 3 力 。 四 -1 
记 v10s =p1pa'pa-ip,. 
容易 夏 出 ，YyvEV(G,)， 则 4d-(v) =d*(v) =2, 事实 上 ， 若 v 
=Papa…ps。-1， 则 窜 有 两 个 边 ay,a: 以 v 为 头 , 窜 有 两 个 边 o, ， 
4 以 2 为 尾 。 
Ga 一 《0 加 由。 ay0)，Gs = (pps UV). 
+ Gs = (v0,psps "ps10), Ga = (六 bei) 。 
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由 定理 4 ，G.。 是 有 疯 Faler 图 ， 沿 全 的 有 向 Enter 回路 
每 边 取 共 第 一 位 数字 ， 所 得 0 ,1 数字 则 类 次 抄 入 2 个 稿子 便 完 
成 了 有 效 磁 喜 之 设计 。 图 10.3 给 出 a =&=4 时 的 有 效 磁 鼓 及 相 
应 的 G,。 


10.3 有 向 就 


任 给 一 个 有 疝 图 ， 它 上 面 有 向 轨 的 长 度 与 其 底 图 上 轨 之 长 度 
一 般 没有 多 大 关系 .例如 图 10.4 中 ， 有 剖 轨 最 长 者 长 为 1 ,面相 
应 的 底 图 土 却 有 长 16 的 轨 , 但 多 少 有 些 出 乎 意料 地 ,有 向 图 上 的 有 


图 10.4 


向 轨 的 长 度 却 与 其 底 图 的 色 数 有 非常 密切 的 关系 。 
定理 6 以 G 为 底 图 的 有 向 图 中 必 有 长 X(G) -1 的 有 向 软 . 
证 设 E' 是 使 和 向 图 G'《 仍 以 G 表 示 以 全 为 底 图 的 有 向 
图 ) 不 含有 闪 图 的 最 小 边 子 集 ， 其 中 G'=G- 了 又 设 G' 中 
最 长 的 有 向 轨 长 为 睛 。 把 颜色 1 ,2 ,…，k+1 ， 分 G1 的 顶 ， 


当 太 ”为 起 点 的 G/ 内 的 有 向 轨 最 大 长 度 是 # 一 ] 村 0 着 以 i 
色 . 用 六 表示 ; 色 顶 的 集合 ， 下 证 《7 1 是 6G 的 
正常 &+I 顶 着 色 。 


首先 看 到 ，G/ 中 任 一 有 疝 加 的 起 点 与 练 点 择 色 。 事实 上 ， 

车 (u,v) 是 Gy 的 一 条 有 疝 轨 ， 设 vi， 则 有 有 向 轨 Q = volo， 

“atSG/。 又 GY 中 无 有 向 图 ， 则 了 (ws0) UQ 是 起点 为 4 长 至 
少 为 ; 的 有 向 轨 ， 于 是 wEV 1。 

再 证 G 的 任 一 边 头 尾 异 色 , 设 wvEE(G)， 荐 unEE(G/)， 则 

wy 是 G1' 的 有 向 轨 ，4# 与 0 异 色 ， 车 uvSBB4， 由 E' 的 最 小 性 ， 

G’' +uv 含有 向 图 C，C -wo 是 G7 的 一 条 有 向 多, 襄 4# 与 v 亦 蜡 
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色 , 至 此 证 得 (VV ,V41) 是 的 正常 R+1 顶 着 色 , 故 X(G》 
+1,h>X(G) -1, 即 G 中 有 长 YX(G) -] 的 有 调 轨 。 证 毕 。 

我 们 称 天。 定 向 后 的 有 南 图 为 竞赛 图 . 
推论 1 竞赛 图 中 有 有 向 Hamilton 执 ( 售 一 切 顶 的 有 向 
雪 ) 。 人 

证 X(K?)=y， 故 竞赛 图 中 有 长 X(KK,) -1=>-1 苞 有 向 
圾 ， 所 以 它 含 ,个 顶 的 有 向 轨 ， 即 含有 向 Hamilton 教 。 证 毕 
图 10.4 中 最 长 轨 长 是 1， 而 色 数 为 2 。 符 合 定理 6 。 定 理 
6 的 X*(G) -1 不 能 再 增 大 ， 在 某 种 意义 上 讲 ， 它 给 出 了 一 个 最 
好 的 上 界 。 每 个 无 向 图 ， 都 可 以 有 一 个 适当 定向 ， 使 得 到 的 有 向 
图 中 最 长 轨 怡 为 长 XCG) -1 工 的 轨 :; 落 (pe) 是 G 
的 正常 X(G) 顶 着 色 ， 当 也 ;,，usV jy 时， 且 这 j， uvEE(G)， 
则 把 ww 边 定向 成 有 向 边 ww， 它 以 # 为 尼 ， 于 是 没有 有 向 较 能 含 
X(G) 个 顶 ， 故 由 定理 6， 最 长 办 长 X(G) - 1。 

定义 2 G 是 有 向 图 ， 当 uvtE(G) 时 ， 称 尾 4# 为 头 " 的 内 
邻 顶 ，。 为 zx 的 外 孝 顶 "的 内 井 项 集合 记 成 六-(v) ,的 外 邻 顶 
集合 记 为 N* (>) 。 

定理 7 G 是 光环 有 向 图， 则 底 图 中 有 一 个 独立 集 S ， 使 得 
V(G) - S 中 的 每 个 项 可 通过 长 度 至 多 是 2 的 有 向 轨 由 S 内 的 项 
达到 。 

证 对 » 进行 归纳 法 证 明 。 

» = 1 时， 定理 自然 成 立 。 假 设 顶 数 比 v 少 的 有 向 图 ， 定 理 已 
成 立 ， 今 考虑 顶 数 为 的 有 向 图 G。 任 取 vEV(G)， 令 G'=G- 
C0} 也 玉 + (wv))， 由 归纳 法 假设 《不 妨 设 VCG') 生 多 存在 G? 
的 一 个 独立 集 S*'，G’ 中 不 在 S7 中 的 项 可 由 S/ 中 的 顶 经 至 多 
长 2 的 有 向 轨 达 到 ， 落 "是 S’ 的 某 项 z 之 外 邻 顶 ， 那 么 Wo) 
的 每 个 顶 可 由 4 通过 至 多 长 2 的 有 向 轨 达 到 ， 这 时 ， 定 理 成 立 ， 
车" 不 是 5’ 中 任何 顶 的 外 邻 顶 ， 于 是 " 不 与 5* 中 的 任何 项 邻 
接 ， 那 么 独立 集 S = SU {o} 满足 定理 的 要 求 。 证 毕 。 
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推论 2 竞赛 组 中 含有 一 项 ， 从 该 项 通过 长 至 多 为 2 的 有 向 


执 可 以 到 达 任 何 项 ， 


证 由 于 天 , 的 最 大 独立 集 为 一 个 顶板 成 ， 由 定理 7 ， 推 论 


2 成 立 . 证 毕 。 


我 们 称 推论 2 中 的 那 种 可 以 通过 至 多 长 3 的 六 名 执 达 到 任何 


顶 的 顶 为 竞赛 图 中 的 “ 王 ”。 


“ 王 ” 未 必 唯 一 ， 功 新 图 10.5 中 的 


竞赛 图 有 三 个 王 ， 它 们 是 大 三 角形 的 三 个 


顶点 ， 


它们 都 是 df (v》 最 大 的 顶 。 


作为 本 节 的 结束 ， 我 们 讲 一 个 有 向 罗 

的 重要 应 用 ， 即 工作 的 最 佳 排序 问题 ， 今 

有 工作 7 ,7。，…,。 要 在 出 一 台 机 器 上 进 

图 10.5 行 ， 从 J 到 J 的 机 器 调整 时 间 为 111 ， 


试 把 ”项 工作 排队 ， 使 得 民 


4 min。 这 个 问题 至 今 仍 无 有效 


算法 ， 我 们 这 里 给 一 个 近似 算法 。 


(0) DVOG)= {otyzay 
当 iy 所 fi; 时， 做 有 向 边 v 
赛 图 。 


…,0,] 为 有 向 图 G 的 顶 集 ， 当 且 仅 
vi。 于 是 得 到 的 有 向 图 中 含 生成 况 


(2) 在 有 向 图 G 中 求 出 有 向 Hamilton 轨 ， 依 此 Hamilton 
轨 上 项 的 显 序 来 安排 工作 顺序 。 
例 1 设 机 器 调整 矩阵 为 


7 /J 
了 
了 

人 = 了 | 2 
了 TI 
7 
Jl4 


求 这 六 项 工作 如 何 安 排 工序 ， 
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AWAnow 
DAAROpG 


~ 
~ 
~ 
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0 


使 总 加 工时 间 最 少 ? 


Warp 
mw 
w 


解 ” 构 作 有 向 图 G 《图 10.6) ， 以 fooayusyoiyoiyus) 汶 


顶 集 ， 当 且 仅 当 二 所 人 
fii 时 ， 连 一 有 向 边 
iT。 wn 


从 图 G 中 求 得 一 条 
有 向 Hamilton 轨 为 
DisgsD40suay 
所 需 调 机 时 间 为 《以 六 
7.J7757: 为 序 ) 四 , 
1+2+1+1it+3=8, 
车 用 自然 须 序 717 yy， 


7sdss : 则 所 需 亩 机 对 间 时 
为 图 10.6 


5+1+1+1+5=18, 


10.4 有 向 图 


G 是 有 向 图 ，S 与 了 是 了 (G) 的 子 集 ，(S，7) 表示 尾 在 S 
头 在 了 的 边 集 合 。 

定理 8 ;之 3 的 强 连 通 竞赛 图 的 每 一 顶 都 含 于 某 有 向 & 阶 攻 
上 ， 其 中 R= 3,4,5,， J。 

证 设 G 是 强 连通 竞赛 图 ，4 是 G 的 任意 一 个 顶 。 取 S= 
(0， 了 = 六- (人 )。 我 们 来 证 明 % 在 G 的 三 阶 图 上 (图 10.7). 
事实 上 ， 由 于 G 是 强 连 通 竞赛 图 ，”S 与 了 省 非 空 ， 且 〈S，T) 过 
绍 ， 故 有 边 au，uES，z6E7T， 于 是 z 在 三 角形 wvwh 上 ， 它 是 一 
个 3 阶 有 向 图 。 

下 面 用 对 & 的 归纳 法 证 明之 。 假设 # 在 莫 长 为 3,4,…,# 的 
有 册 姓 上 ， 这 里 n<v ， 考 虑 4 是否 在 某 个 长 8s+1 的 圈 上 。 设 
C=povinta 是 一 个 # 阶 天， 生 4w=v。=v,。 若 存在 vEV(G) 
一 了 (C),，v 是 尾 在 C. 上 的 一 边 的 头 ， 又 是 头 在 C 的 一 边 之 必 ， 
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那么 C 上 有 项 v1，v111， 使 得 vi,v0，vv4iCE(G)， 于 是 4 在 
+1 阶 枚 Vv iv9 +1 
vsta"…Us 土 。 否则 ， 用 
Ss 表 示 VG)-V(C) 
中 与 C 连 接 的 边 们 的 头 
集合 ，T 表示 这 些 边 的 
尾 集 合 〈 图 10.8》 . 由 
于 G 是 强 连通 竞赛 图 ， 
故 T 了 TB ，5 光 人 ， 
(5, 了 ) 天 信 ,存在 v5， 
wt 了， 使 得 vwEE(G)， 
故 # 在 44+1 阶 枚 v2w 


vs…us 上 .证 毕 。 
推论 3 G 是 强 连 通 竞赛 图 的 充分 必要 条 件 是 G 中 有 生成 有 
向 夯 . 


图 10,8 


以 后 , 我 们 称 生成 有 向 图 为 有 向 Hamilton 图 ,含有 向 


Hamilton 加 的 有 向 图 叫 黎 有 向 Hamilton 图. 
下 黎 无 环 亦 无 端点 胡同 、 方 向 相同 的 边 之 有 向 图 为 产 格 有 
向 时. 
引 理 1 G 是 产 格 有 向 面 ， 财 G 有 长 度 不 小 于 max {6" ,67} 
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的 有 向 摇 ， 其 中 5- = min fd (oj 5+ = min fd toD) 

证 ”不妨 没 max {3-56}=51， 不 然 可 以 考虑 G 的 反 向 图 
即 把 G 之 各 边 定向 反 过 来 得 到 的 有 向 图 G' ， 在 G 与 G/ 中 对 应 
的 有 向 加 的 长 庆 一 致 设 了 P(u。,0,) 是 G 中 最 长 的 有 向 轨 ， 著 卫 
的 长 度 小 于 8 ， 由 于 G 是 严格 有 向 图 ， 必 有 尾 为 v6 而 头 不 在 PP 
上 的 边 ， 从 而 卫 可 以 延长 ， 与 了 之 最 长 福 相 违 ， 故 了 {wo ,0。》 的 
长 不 小 于 = max {6-,67}。 证 毕 。 
” 下 理 2 G 是 严格 有 向 图 ， 且 max {3-,57} =h>0， 则 G 中 
有 长 度 不 小 于 8+ 1 的 有 向 图 . 

证 “不妨 设 max{5-,6*} =651，G 中 一 条 最 长 轨 为 P (uo,0,)> 
其 长 不 小 于 和 >0， 册 于 G 是 严格 有 向 图 ,从 而 应 有 dr (0) 条 以 0。 
为 尾 的 边 ， 这 些 边 的 头 两 丽 相 异 。 又 由 (v6) 之 和 由 已 (ty v0》 
的 最 长 性 ， 这 些 以 4。 为 尼 的 边 之 头角 在 了 P 上 ， 故 G 中 含 长 度 不 
小 于 &+ 工 的 有 向 圈 。 证 毕 . 

定理 9 G 是 产 格 有 向 图 ， 且 


minf8 ,6 之 池 >1, 


则 G 是 有 向 Hamilton 图 。 

证 设 G 是 满足 定理 条 件 但 不 含有 向 Hamiiton 可 的 图，G 
中 最 长 有 向 轩 长 为 1，C =v.0…04v4 是 G 的 -个 长 了 的 有 向 
图 。 由 引 理 2 ，G 中 有 长 度 不 小 于 也 +1 的 有 向 图 ， 故 [> 蕊 。 
令 Ptu,v) 是 G~V(C》 申 最 长 有 向 轨 ， 其 长 为 m (图 10.9》。 
显然 ， 


v2>l+m+1l 


又 因 {> 廊 ， 得 


Mm, 《1》> 


S= filoi-iakE(G))， 
T={ilvw EE(O))}. 

首先 证 明 SNnT=g, 事实 
士 , 令 Cis 是 C 上 起 于 v1 止 干 
v4 的 部 分 。 若 某 个 1 在 SAT 之 
内 ， 则 G 中 就 含有 长 1+m+1 的 
有 向 辆 C3400 12P C40) vy 
与 C 是 G 的 最 长 图 了 矛盾。 故 知 


SNT=¢% (2) 
图 10.9 因 Plwsv) 是 G-V(C) 中 最 长 
有 向 轨 ， 故 有 


DECP)LFCC)。 
但 在 C 上 的 内 邻 顶 个 数 为 151， 于 是 ， 
dalu =dz(y) +1S1, 


又 因 da(n) > 人 "之 字 ， 县 dF() 万 m， 故 有 


1S1>~m C3) 
相似 地 有 
ET1> 到 -mm C4) 
由 (1) 知 5 关 B，T 了 TF。 由 (3) 、(4) 及 >>F+m+l， 得 
[SI+ITI2i~m+1, C5) 
敲 由 (2) 得 
[SUTIFI-m+1. (6) 


又 S¥G ，T 大 ， 也 不 交 ， 故 存在 自然 数 i， 角 ， 使 得 i€S ， 
ji+ 几 T， 且 
i+jESUT, 1<j<h, 07) 
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这 里 的 运算 在 modi 意义 下 进行 。 由 (6) 与 《7) 知 有 <m 。 故 
人 Cireiiciti-iuPovs+s 是 有 向 图， 长 1+m+1- 角 比 C 还 长 ， 
矛盾 证 毕 。 


有 讽 图 的 理论 非常 之 多 ， 本 章 只 就 有 向 轨 、 有 向 珊 、 有 疝 
Euler 图 与 有 向 Hamilton 图 等 方面 进行 了 较为 深入 的 讨论 ， 并 
指出 有 疝 轿 与 其 底 图 之 局 在 上 述 凡 方面 虽 有 相似 之 处 ， 但 更 有 将 
多 显著 的 区 别 。 例 如 有 高 Euler 图 的 充 要 条 件 是 图 可 表 成 无 公 
共 边 的 有 商 锋 之 并 ， 与 无 Euler 图 的 充 要 条 件 为 图 可 表 成 无 
公共 边 的 图 之 并 是 相似 的 ， 但 谈 到 次 数 的 条 件 ， 连 通 无 向 图 为 
Euler 图 的 充 要 条 件 是 每 顶 绒 偶 次 , 而 弱 连 通 有 铅 图 为 Euler 图 
的 充 要 条 件 是 d* (v) =d-(v) 对 每 个 vEV(G》 成 立 ， 两 者 有 明显 
区 别 ， 又 如 有 向 图 中 轨 的 长 度 ， 简 直 与 底 图 中 轨 的 长 度 不 相关 ， 
部 与 似乎 不 入 关 的 色 数 有 窗 殷 关系 ， 表 现 了 定向 后 图 的 性 质 与 其 
底 图 有 时 会 有 极 大 的 偏离 。 

有 向 图 还 有 一 个 特有 的 方向 对 偶 性 原则 。 . 

上 方向 对 偶 原 则 ， 对 每 个 关于 有 向 图 的 定 更 ， 有 一 全 相应 的 定 
理 ， 它 是 由 第 一 个 定 更 中 的 每 个 概念 代 之 以 反 向 的 慨 念 得 到 的 。 

例如 ， 有 向 图 G 的 底 图 中 无 图 ， 则 存在 WE (G) ,使 得 d* (v》 
=0。 这 个 命题 是 成 立 的 ， 因 为 若 P(4,v) 是 G 中 的 最 长 有 向 轨 * 
则 dt Cv) = 0, 

应 用 方向 对 惕 原则 ， 可 以 得 出 下 面 的 一 个 正确 的 命题 ， 

有 向 图 G 底 图 中 无 玫 ， 则 存在 vEV(G)， 和 使 得 d-(v) = 0。 

又 例如 ， 一 个 弱 连 通 有 向 图 是 一 个 外 向 树 的 充 要 条 件 是 褒 有 
一 顶 v。，d-(v。) = 0， 而 对 于 其 余 的 项 > ， 皆 有 d-(o) =1。 

这 个 命题 显然 是 正确 的 ， 由 它 及 方向 对 偶 性 原则 ， 可 得 下 面 
的 正确 命 

一 个 弩 连通 有 疝 图 是 内 向 树 的 充 要 条 件 是 恰 有 一 项 v,， 
d+(v。) = 0， 而 对 于 其 余 的 顶 2，d*(v) =1。 
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本 章 的 要 点 是 ， 
(3》 弱 连通 、 单 连通 及 强 连 通 有 向 图 的 定义 和 单 连通 与 强 
连通 有 向 图 的 充 要 条 件 。 
(2) 有 向 Euler 图 的 充 要 条 和 件 及 有 四 “一 笔画 ”的 充分 条 
件 ， 
(3》 有 向 图 中 的 有 讽 轨 长 度 与 色 数 的 关系 。 
(4) 竞赛 图 及 其 性 质 ， 存 在 “ 王 ? 及 有 向 Hamilton 轨 。 
《5) 强 连 通 竞赛 图 的 充 要 条 件 及 其 性 质 。 
(6) 有 向 Hamilton 图 的 充分 条 件 。 
《7) 有 向 图 理论 对 于 有 效 磁 鼓 及 工序 问题 的 应 用 。 


习 题 

友 音 图 6 可 以 有 多 少 种 不 同 的 定向 方式 ? 

2。 守 da- 吕 d+(v) =s(G)， 其 中 G 是 有 向 图 , 

PE (GY seEvV {GY 

3 。 有 向 图 G 中 无 有 询 图 ， 则 5- = 0，8+ = 0。 

4 。G 为 强 连 通 有 疝 图 的 完 要 条 件 是 其 底 图 连通 ， 且 底 
每 个 块 在 G 中 强 连 通 。 

5 ,有 向 图 G 之 逆 是 G 的 每 边 久 反 向 定向 得 到 的 有 向 图 G/， 
证 明 ; 

(1) (GO) =G,. (2) dt, (w=d200). (3) G' 申 4 可 
达 v 的 充 要 条 件 是 在 G 中 0 可 达 #。 

6 。 党 赛 图 是 强 连通 有 向 图 或 只 要 改变 一 条 边 的 方向 就 可 变 
坡 强 连通 图 。 

7 。G 有 一 种 定向 方式 ， 使 得 每 条 有 向 轨 不 长 于 A〈 底 图 的 
最 大 次 数 ) 。 

8 。G 是 满足 下 列 条 件 的 有 向 图 ， 

CD dr 人 se) -d-(x)=d-0) -d=1, 

C2) 由 (0 =d (ov6EP — {x,3)}, 


| 


的 
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则 G 中 有 【条 无 公共 边 且 以 x 为 起 点 以 》 为 终点 的 有 网 轨 。 

9 。V(G) 的 每 一 韭 定 真 子 集 S， 均 有 1(S,5) | 之 包 则 称 
非 平 凡 有 和 讽 图 G 是 & 边 连通 有 和 启 图 。 证 明 ， 非 平凡 有 向 图 6 是 强 
连 遗 有 向 图 的 充 要 条 件 为 它 是 1 边 连通 有 向 图 。 

10。 百 种 昆虫 ， 两 种 之 中 必 有 一 种 能 咬 死 男 一 种 。 证 明 可 以 
将 这 一 下 种 昆虫 每 种 取 一 个 虫子 ， 再 排 成 一 个 纵队 ， 使 得 每 个 虫 
子 能 蒋 死 紧 跟 在 它 后 面 的 那个 虫子 。 

11.。 ?名 棋 手 比 亮 ， 没 有 平局 ， 也 没有 v1 胜 wz，?: 胜 v，， 
“…，V# 胜 v， 的 现象 ， 则 必 有 一 人 在 所 有 的 比赛 中 全 胜 ， 也 必 有 
一 人 在 所 有 的 比赛 中 全 仙 。 

12。# 《rn 之 3) 名 措 手 比赛 ， 无 平局 ， 亦 无 一 人 全 胜 ， 则 必 
有 甲 胜 乙 ， 乙 胜 丙 ， 丙 又 胜 甲 的 现象 。 

13。 试 设计 w=k=5 的 磁 鼓 。 

14. 在 Petersen 图 上 设计 单 向 行驶 路 线 。 

15。 桌 上 两 堆 火 柴 ， 两 人 轮流 从 某 一 堆 中 取 若干 根 火柴 ， 每 
次 只 能 从 一 堆 中 取 ， 不 能 不 取 ， 没 有 火柴 可 取 的 人 是 输 者 。 给 出 
取胜 策略 。 

16。 一 个 有 向 图 是 本 原 的 ， 若 它 的 邻接 矩阵 4 的 某 个 窒 的 所 
有 元 丝 正 ; 试 证 ， 本 原 有 向 图 G 的 充 要 条 件 是 G 为 强 连 通 图 ， 且 
各 个 园 长 的 最 大 公约 数 为 1 。 
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11 网 络 中 的 最 大 流 


11.1 Ford 和 Fufkerson 算法 


把 商品 从 产地 运 入 市场 ， 交 通 网 上 每 个 路 段 运输 能 力 给 定 的 
条 件 下 ， 设 计 一 个 运输 方案 ， 使 得 运输 得 最 快 .为 解决 上 述 问 
题 ， 我 们 讨论 下 面相 应 的 数学 模型 ， 当 然 ， 下 面 的 数学 模型 不 只 
适用 于 运输 问题 ， 而 且 也 适用 于 很 多 其 它 实际 问题 。 

有 向 加 权 图 G， 指 定 两 个 顶 s 和 # 分 别称 为 源 和 汇 .。 边 e 
上 的 入 cele) 称 为 边 e 的 容量 ， 又 设 此 有 向 图 是 严格 有 疝 图 ， 则 
秋 这 个 有 身 加 权 疼 是 一 个 网 络 。 

映射 J， E(G)->R， 满足 

(C1) yeEE(G)， <fe) <ele), 

(C2) vyvEV (G)—{s, +t}, 

0= Tf)- Df), C1) 


a Eat) cEplo, 


其 中 xz) 表示 以 5 为 头 的 边 集 ，B (vo) 表示 以 v 为 尾 的 边 集 ， 则 
称 f 为 流 画 数 。 称 
F= 只 fo- fe) (C2) 


aEatt) E81) 


为 了 的 流量 。 
我 们 的 目标 是 定义 一 个 流 函数 ， 使 已 = max。 
设 SCFG)，sES，tEF (G) -S=5， 则 称 〈《S,5) 为 网 
紫 的 一 个 截 ， 称 
CS)= TH ce) 


ET 
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为 苍 量 。 


训 理 1 对 每 个 SCF(G)， 
F= 二 fe- 二 foe)。 
Et LAE 


证 把 (2) 及 关于 5 {1 的 一 切 (1) 型 方程 相 加 ， 左 
端 为 严 ， 考 虑 边 e= xy， 因 vE8 一 {1}， 所 以 不 考点 x,y 缘 在 S 
中 的 依 形 。 

(a) x,yE5， 关 于 yy 的 《1) 型 方程 出 现 正 的 J(e)， 关 于 
区 的 1》 型 方程 中 出 现 负 的 f(e)， 正 负 抵 消 。 

的 ) 车 滤 S，yE8， 则 右 端 只 出 现 :f(e} 的 正 项 这 时 是 
e=xyE(S,5). 

(Cc) 车 xE5，yES， 则 右 端 只 现 1(e) 的 负 项 ,这 时 是 e = xy 
=(§,5). 

由 (9),(5), (ec) 知 引进 成立。 证 些 。 

引 理 1 的 直观 意义 是 明显 的 ， > fle) 是 从 S 流 入 5 的 总 


ELSs7) 


量 ， 对 7(e) 是 从 3 倒流 入 S 的 总 量 ,F 表示 净 流 入 + 的 量 ， 


ES 
所 以 应 该 是 从 S 流入 5 的 量 减 去 从 3 倒流 入 8 的 量 。 
引 理 2 对 每 个 流 函数 及 每 个 SCV(G)， 


FF<C(S)。 (3) 
证 由 引 理 1 : 
F= 工 fo- Tb fe)， 
EELS) #EFr,s) 
(由 Cl), 
0<f(e) ec(e), 
若 得 


Fe 二 cle)=C(5). 


EAE 
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证 毕 。 
推论 1 车 =C‘S)， 则 f 是 最 大 流 ，(S,5) 是 最 小 廊 〈 指 
C5) 最小) 。 

为 简 活 地 表述 Ford-Fulkerson 算法 (下 称 2P 算法 ) ， 我 
们 约定 ， 

《1) 车 e= mv,u 已 有 标志 ,而 v 尚未 标志 , 且 cle)>>f(e)， 
则 称 通过 边 e 可 以 向 前 标志 项 "， 规 定 
Ale)= cle) -fle), 
且 得 到 标志 边 e。 

(2) 车 e=vu，w 已 有 标志 ,而 o 尚未 标志 ， 且 fe)>>0 
则 称 通过 边 e 可 以 向 后 标志 项 cv， 规定 

A(e)=f(e)， 


且 得 到 标志 边 e。 
2F 算 (Ford，Fulkersor，1962) : 

《1) 对 每 边 e， 取 f(e) =0。 

《2) 标志 顶点 *， 其 它 项 未 标志 。 

(3) 选 可 向 前 标志 或 可 向 后 标志 的 项 v2， 若 无 此 种 项 可 选 
时 ,, 止 ， 现 流 函 数 即 为 最 大 流 ， 若 有 此 种 预 可 选 ， 则 得 新 的 标志 
顶 v 及 标志 边 e; 车 v=t， 转 (4) ， 否 则 转 《3) 。 

《4) 设 已 得 标志 之 轨 为 (此 罗 是 无 向 的 》se v1es04**ert， 
从 + 始 沿 此 加 逆行 ， 令 

A= mit At(e,), - 


eit 
车 e: 是 前 进 边 ， 即 在 有 向 图 中 e4=90i-ivt (s=vVosyt=J4) 周 
fl(e) efle) th, 
车 e, 是 后 退 边 ， 即 61 =v401- 1,， 则 
fler} fle)— A, 
(5) 转 (2)， 
在 3F 过 程 中 ，f 始终 满足 (C1) 与 (C2) 。 
车 c(e) 是 整数 ， 初 始 流 为 0， 则 每 次 经 2F 的 调整 ， 流 量 至 
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少 增加 1 ， 而 流量 的 上 界 为 工 ，c(e)， 故 2F 算法 经 有 限 步 之 


eEEIG) 
后 必 停止 。 
定理 1 2F 算法 止 时 得 到 的 函数 / 是 最 大 流 ， 且 最 大 流 最 
等 于 最 小 截 的 客 是 
证 设 2F 止 时 ，S 是 最 后 一 轮 从 > 开始 而 不 能 达到 上 的 标 
志 过 程 中 可 得 到 标志 的 顶 之 集合 。 于是， 
ele), et(S,3)s 


1(e)= 四 
0 , ek(5,S), 


不 然 可 得 新 的 不 属于 S 的 标志 项 ， 这 已 不 可 能 。 由 引 理 1 ， 
F= DD fle)~- DD fle)= DD cle)= C5)., 


ES 人 3) (AEH 
由 推论 1 ; 为 最 大 流 ，(S,5》 为 最 小 容 ， 且 最 大 流量 等 于 最 
小 截 之 客 量 证 毕 ， 
定理 1 说 明 最 大 流 是 存在 的 ， 它 可 由 2F 算法 求 得 ， 定 理 1 
一 般 称 为 网 络 中 的 “ 双 最 定理 ”。 它 是 图 论 中 的 核心 定理 之 一 ， 
不 久 我 们 就 会 发 现 ,4 双 最 定理 在 理论 与 实际 问题 当中 ， 有 许多 精 
彩 的 应 用 。 


11.2 Dinic 算 法 


2F 算法 有 缺点 ， 例 如 图 11.1 中 所 示 的 网 络 ， 用 2F 算法 求 
得 最 大 流 时 ， 若 通过 sabt 与 sbat 
交替 地 充当 增 载 轨 (2F 算法 无 法 
排除 这 种 坏 可 能 ) , 由 f(e) 二 0 
开始 增 载 ， 需 要 进行 2M 次 增 载 才 
能 获得 最 大 流 ， 于 是 外 的 计算 其 
时 间 复 杂 度 不 仅 与 网 络 之 规模 ， 即 
边 数 与 顶 数 有 关 ， 而 且 还 与 《原则 
上 是 任意 的 ) 边 之 权 有 关系 《图 11.1) 。 
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本 节 我 们 介绍 男 一 个 求 最 大 流 的 算法 , 它 是 1970 年 由 Dinic 
提 册 的 一 个 有 效 算法 。 

下 面 我 们 拒 e= yo， 且 0 <f (le) <c(e) 或 e= au，f(e)>>0 的 
边 叫 做 从 * 到 ”的 有 用 边 。 

首先 用 下 面 的 分 层 算法 获得 层 状 网 络 ， 

分 展 算法 : 

(CD Vef{s), ie0, 

(2) Tv1vEV/，j 才 i， 且 存在 一 个 从 矿 , 某 顶 到 v 的 有 
用 边 }。 

(3) 着 T= 多， 止 ， 网 络 上 的 流 即 为 最 大 流 。 

《4) 若 fET，, 则 [i+1， 三 :etty， 止 。 

(5) 令 玉 4- 了 了， 增 大 i 转 (2) 。 

上 述 分 层 算法 的 时 间 复 亲 度 为 O(| 互 1) 。 

V1(0<ig1) 岂 做 第 了 层 ， 仅 相 邻 两 层 之 间 有 边 ， 是 从 层 
次 小 的 层 中 的 顶 到 层次 大 的 层 的 顶 的 有 用 边 。 得 到 的 这 个 网 络 岂 
做 关于 流 函 数 / 的 宕 状 网 络 。 访 

定理 2 营 分 展 算法 止 于 (3) ， 则 / 航 晤 大 流 。 


证 令 S= 了,, 则 (5S,5) 申 的 边 e=wo 满 是 /人 6) = ee)， 
=0 


不 然 是 从 4 到 的 有 用 边 ， 这 与 了 = 名 有 耶 盾 。 同 理 在 (5,5) 中 
的 边 e=vw 满足 je) =0。 由 引 理 1， 
FPF= bh fo)- HT fle)= DH cle)=C(S)， 


ss Els E073) aEtsT) 
由 推论 1 ，f 是 最 大 流 。 证 毕 。 
”下 而 讨论 如 何 利用 宕 关 网 络 改 进 原来 网 络 中 的 流量 ， 设 原 网 
络 中 的 流 函 数 是 放 互 ; 是 宕 状 网 络 中 从 六 /-; 到 六 ; 的 边 集合 
Ye=an6 五 1， 规 定 , ， 
1e(e) Ef{e), we -ioEB Ni。 
BE(e) = 
fle), vEV i 1, Wer 


182 


zte) 表 示 e 上 可 改进 的 流量 的 上 界 . 

我 们 把 层 状 网 络 的 边 取 权 z(e)， 采 用 零 初始 流 Fe) 三 9， 并 
把 层 状 网 络 上 的 边 重 新 定向 为 都 从 天 ;-: 指向 了， 〈 有 的 边 在 原 
网 络 中 的 方向 可 能 与 此 相反 ) ,E, 表示 从 六- 指向 信 ; 的 边 集 。 

所 谓 层 状 网 络 上 的 极 大 流 了 是 指 对 每 一 条 裔 so10，…v1- ft 上 
至 少 有 一 边 e1, 使 得 er) = 5(e))， 其 中 brE ,ey&E;, 

值得 注意 的 是 ， 层 状 网 络 上 的 极 大 流 未 必 是 它 的 最 大 流 ， 例 
如 图 11.2 申 ,其 最 大 流量 为 2 ， 而 图 中 标 出 的 设 大 流 流量 为 1 。 


图 11.2 


如 果 我 们 能 求 得 层 状 网 络 上 的 一 个 极 大 流 子 ， 则 可 以 如 于 地 
把 原 网 络 上 的 流 了 改进 成 流量 更 大 的 流 了 7 ， 
fle) +i(e), e=uv€EE(G), vey jy vEV 
Fle)=if(e) -fe), e=0uE(G), uEV -1s VEV ;s 


lp), 其 它 。 
容易 证 明 f' (e) 在 原 网 络 中 满足 (Ci)，(C2)， 且 玉 的 流量 书 
大 于 /的 流量 了。 
我 们 把 由 原来 网 络 的 流 F 找到 分 层 网 络 ， 再 求 得 层 状 网 络 上 
的 极 大 流 思 并 把 原 网 络 的 流 改进 成 j 的 一 个 过 程 叫 做 一 个 输 
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段 ， 层 状 网 络 最 后 一 长 的 脚 标 ! 叫做 层 状 降 络 的 长 度 ， 用 /; 表 
示 第 有 阶段 层 状 网 络 的 长 度 。 

求 展 状 网 络 六 上 极 大 流 的 算法 : 

《1 ) 对 请 上 每 条 边 e， 标 志 e 未 堵塞 ，7 Ce) 一 0. 

(2) vos, S=Y. 

(3 ) 若 无 未 堵塞 的 边 e = v4，4 在 下 一 雇 ， 则 (是 培 死 
端 ) 执行 ， 
。 《3.1) 若 >=o， 止 ， 子 即 为 极 大 流 。 

《3.2) 从 S 中 移出 其 顶部 的 边 e= uv。 

《3.3) 标志 e 墙 塞 ，" < 

《3.4) 转 《3) 

《4 ) 选 一 未 博 塞 边 e= wu (u 在 下 一 层 )， 把 e 放 入 中 ， 
voy 车 zf 转 (3) 。 

(5) S 中 的 边 构 成 一 个 可 增 载 轨 

SOIVU1EIU 29 UC1t. 

(5.1) A min {a(e,) -fer)}. 

05.2) 对 每 个 1<i<I, fl(er) cf(er)+A. 当 f(e,) 
=E(e1)， 标 ei 堵塞 。 
(5.3) 转 (2) 。 
上 述 求 极 大 流 的 时 间 复 杂 度 是 OC(1E1*171)。 
下 面 我 们 将 证 明 : 广 是 严格 递增 函数 ， 于 是 分 层 只 能 进行 不 
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超过 | 六 一 工 次 , 即 有 限 阶 段 后 ,对 所 得 之 流 函 数 已 不 能 再 分 层 ， 
出 分 层 算法 中 的 〈3 ) ， 即 得 到 了 最 大 流 ， 而 整个 Dinic 算法 的 
时 间 复 杂 度 是 OUV1?。1E1). 

例 1 求 图 11.3 中 网 络 上 的 最 大 流 。 

解 图 中 边 上 的 第 一 个 数 是 边 容量 ， 第 二 个 数 是 流 函 数值 、 

第 一 阶段 分 层 网 络 及 其 上 的 极 大 流 如 图 11.4 所 示 。 改进 后 


10.4 
图 11,5 


第 二 阶段 用 图 11.5 中 的 流 函 数 来 分 层 得 层 状 网 络 及 其 被 大 
流 《 图 11.6) 。 


OO 8 ,3 OO © 3 ,3 © 6,3 OD 03 中 


图 11.6 
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， 原 网 络 上 第 二 阶段 得 以 改进 的 流 如 图 11.7 所 示 。 


10.7 
到 11.7 


第 三 阶段 用 图 11,7 中 的 流 函 数 分 层 时 未 到 达 + 即 中 止 于 6 
《图 11.8》 ， 于 是 图 11.7 中 的 流 函 数 即 为 最 大 流 ， 其 流量 


为 14. 
@ C) 人 


图 11.8 


定理 3 Dinic 算法 必 能 求 得 最 大 流 . 

证 只 欠 证 若 第 +1 阶段 不 是 最 后 阶段 ， 则 1,,>1,。 设 
在 第 kt+1 阶段 的 层 状 网 络 中 ， 有 从 s 到 + 的 长 和,, 的 轨 

- P=seves Vi rnte 

《1》 设 三 上 的 一 切 顶 在 第 有 阶段 的 层 状 网 络 上 出 现 过 。 
用 六; 表示 第 上 阶段 层 状 网 络 上 第 7 层 中 的 顶 集 ， 若 0.6V,， 则 
DB 

用 关于 = 的 归纳 法 证 明之 。 

GP=0 时 ， 册 =zo=5，F ={s}， 命 是 “0,EV,， 则 ab 成 
立 ! 假设 v.EV,，v,41.6V,， 若 c 所 b+1， 由 归纳 法 假设 v.EV， 
时 ,q>>b, 得 a+1>b+1l。 今 c<bt+1l, 故 c<a+l。 若 c>b+ly 


而 今 0。41€V.， 又 ,与 VV 不 是 邻 层 ， 这 是 不 可 能 的 . 堵 只 有 


ceatl, 
今 1=o0144stEV1h， 帮 有 lt 之 1;。 下 证 等 号 不 能 成 立 . 营 
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1 = 我们 已 假设 已 上 的 顶 在 有 阶段 的 层 状 网 络 上 出 现 过 ， 
轨 上 之 边 在 +1 阶段 的 层 状 网 络 上 用 过 ， 则 在 阶段 的 层 状 网 
络 上 用 过 ， 县 整个 在 阶段 层 状 网 络 上 ， 此 与 阶段 上 得 出 
过 极 大 流 矛盾 。 

(2) 设 P 上 有 的 顶 未 在 第 名 阶段 层 状 网 络 上 出 现 , 令 e。+， 
Uvasi 是 对 某 个 b 。v,EV。， 但 v.11 不 在 第 阶段 呈 状 网 络 
上 出 现 的 第 一 条 边 ， 则 e,+: 在 第 有 阶段 层 状 网 络 中 未 用 过 ， 
esi 在 第 &+1 阶段 开始 时 有 用 ， 故 在 第 产 阶段 开始 时 也 有 用 。 
由 分 层 算法 《4) ， 玉 as= {1)，b+1=1， 于 是 a3> 交 at]1 尝 
疡 +1= 有 又 oo 入 故 帮 >e+1l 所 以 二 :> 三 ,证 毕 ， 


11.3 容量 有 上 下 界 的 网 络 


设 边 容量 之 下 界 为 6(e) 守 0， 上 界 为 c(e)， 这 时 流 函数 应 
满足 
(C1’) ble) sfe)<c(e) 。 
(C2) fe) DD Fe)=0 vAs,t, 
aEatvy Be 


我 们 的 目标 仍然 是 求 最 大 流 。 但 是 ， 有 上 下 界 的 网 络 ， 有 时 
不 存在 流 ， 例 如 图 11.9 中 的 网 络 就 没有 流 函 数 。 边 上 第 一 个 数 


OO 0,1 C) 3 (站 
图 11,9 

是 b(e)， 第 二 个 煞 是 c(e) 。 

下 面 讨论 有 上 下 界 的 网 络 中 有 可 行 流 的 充 要 条 件 。 我 们 把 有 
上 下 有 加 的 网 络 记 成 Y(G(7,E)，b(e)，c(e))， 人 的 附加 网 络 浆 
为 下 述 网 络 ， 

C1) 马 = {7} UV，3,?EV} 了 ,7 分别 虹 做 附加 源 与 队 
加 汇 。 
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(2) 对 每 个 必 矿 (G)， 吉 一 条 新 边 e= 咏 ， 令 z(e) = 
号 5(e)，z(e) 是 e 的 容量 上 界 ， 下 界 取 0 . 


有 人 o) 


《 3) 对 每 个 vs 加 一 条 新 边 e= #0, 令 z(e) = 对 5(e)， 


seEate) 


5{e) 是 6 的 容量 之 上 界 ， 下 界 取 0 . 
《4) 玉 中 的 边 e。 在 玉 中 回 保 禄 ， 但 界 要 变 ， 下界 取 0， 
上 界 ze) = c(e) -ble)。 
《5) 再 加 新 边 e= st，e’ = ts， 且 令 e 与 6 的 下 界 为 0， 
上 办 sz(e)=z(e")= co。 
定理 4 网 络 入 (G(V,E)，b(e) ,cle)) 有 可 行 流 的 充 村 条 
件 是 附加 网 络 六 上 的 最 大 流 使 流出 5 的 一 切 边 潍 满载 《可 行 流 
即 满足 (C1 }(C2' ) 的 流 ) 。 
证 设 玉 中 流 函 数 了 使 得 从 3 发 出 的 边 皆 满 裁 ， 对 于 六 , 令 
fley=F(e) tb(le), etE(G), 
下 证 fe) 是 入 中 的 可 行 流 。 
《iD ble) <f(e) ele). 
事实 上 ，0 < (e) <ate) = cle) -ble) ,etE(G) ,RCe) 
满足 (C1 ): 
b(e)<Fe)sc(e)。 
(ii f(e) 满 足 (C2)。 
令 EV(G)-{sy), 而 4= 30，r= 放 是 丈 中 的 边 由 全 
中 的 了 满足 (CC2 )， 得 


Fe)+7a= DD Ce)+Fr)y 《1》 
#Eate ER 
又 有 定理 条 件 
ic)=s)= DD ble), (C2) 
Es 
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Fr)=zlr)= be)。 (32? 
下 区 月 {9) 


由 (1)，(2) ，(3) 得 
Dit Dble)= PD Fe)+ 2 be)， 


En sEatw) EBtv) EB 


从 而 得 


ie)- HT fe)= 0, 


Ec ly) ER(z) 


即 Fe 满足 (C2/)， 故 Fe) 是 可 行 流 , 反之 ， 若 f(e) 是 彤 的 可 
行 流 ， 令 


Fe) -be)，eEE(G) 
zle)，ek0(2) 或 e€B(5)。 


显然 7(e) 是 困 上 使 得 从 5 发 出 的 边 皆 满载 的 流 。 证 毕 。 
例 2 求 图 11.10 中 网 络 上 的 最 大 流 ， 边 上 写 的 数 第 一 个 是 
5(e)， 第 二 个 是 c(e)。 


io | 


图 11.10 


解 〈1) 作 掉 著 网 络 ， 如 图 11.11， 几 2F 或 Dinic 算 法- 
求 得 附加 网 上 的 最 大 流 了 。 在 图 11.11 上 ， 用 边 上 第 二 个 数 但 
表示 ， 由 于 出 5 的 边 央 满载 ， 由 定理 4 , 图 11.10 中 有 可 行 流 。 
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《2) 把 子 化 为 原 网 络 图 11.10 上 的 可 行 流 
f=f+b(e), 


图 11.1t2 
(3 》 把 图 11.12 中 的 可 行 流放 大 (用 2F 算法 亦 可 用 Dinic 
算法 )， 得 最 大 流 如 图 11.13。 
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最 大 流 的 流量 已 = 10。 


2.8.8 


图 11,13 


11.4 有 供需 约束 的 流 


设 入 (GLV ,E) ,cle)) 是 一 个 网 络 ，c(e) 是 边 e 的 容量 ， 又 

天 = {x1 449"… Xs} 是 源 集合 ，m 之 1 了 ={y1y:9y 是 汇 
集合 ，n 宇 1. 

6: X=>{0,1,2,.}, 
axi) 称 为 源 x: 的 供应 量 ; 

pr Yo>{0,1,2,%}, 
p(y ;) 称 为 汇 y ;的 需求 量 ,要 求 流 函 数 Fe) 不 仅 满足 (CH (C2)， 
而 且 满 足 供求 约束 : 


(C3) fo0- DH fosox), i=1,2,", ms 


LIER Ernst 


CD TF feo- TF fp(y) i=1,2,,n, 
了 让 人 有 人 
《C3) 表示 对 于 产地 ， 求 不 能 过 于 供 ， (C4) 表示 对 于 销 地 ， 
并 不 能 钨 于 求 ， 这 样 可 以 免 于 发 生 供求 子 盾 。 
把 满足 《C1),(C2),(C3) ,(C4) 的 流 Fe) 称 为 可 行 流 。 若 
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SSEX， 则 记 z(S) = 于 slo); 车 SEV, 则 记 p(s) = 忆 pfo) 。 


Br br 

下 否 给 出 可 行 流 的 充 要 条 件 。 

定理 4 了 是 有 供需 约束 的 可 行 流 ， 当 且 仅 当 对 一 切 SS 
VG), 

CIS}Ep(Y NM 5) -ol XN 5S), 

其 中 5 是 S 的 补 集 ，X 为 源 集 ， 7 为 汇集 ,，C(S) 为 (S$,8) 中 
边 约 容量 和 《 即 截 是 〉， 

证 ” 构 作 新 网 络 六 

《i)》 增加 两 个 新 顶 x。,y。。 
Cii》 因 边 xoxisf=1,2, 和 1， 仿 C(x6X0) =6(xi) 
GiD 加 边 yy7ys，7= 1 2 令 c(yiy0)=p(y 71), 
(iv) 令 x 为 扩 ' 的 源 ，y 为 N' 的 汇 。 

容易 讶 明 ， 闪 有 可 行 流 的 充 机 条件 是 六 ' 中 有 一 个 使 (Y,{y。}) 
每 边 蕊 满载 的 流 。 

今 有 入 ”中 的 流 使 (Y,{y。,}》 中 每 边 此 满载 ， 则 其 流量 
P(Y) = CCY)， 此 流 是 入 ' 中 的 最 大 流 . 这 说 明 W 有 可 行 流 ， 
当 且 仅 当 对 入 中 的 每 个 载 (SU {x。)}，5U{y。)) 成 立 

CSU {x 之 P(Y)， 


Ey 


等 价 于 
CS,S)+p(YNS) to( XNs):p(Y), (3) 
等 价 于 
ClS,S)>p(Y) -p(Y NS) -a XNS), 
等 价 于 
CS, SPY NS) -a XT 5), 
证 毕 。 


从 算法 的 角度 而 言 ， 只 要 用 2F 或 Dinic 算法 ， 求 六 的 最 
天 流 户 知 了 是 使 YY,{y。}) 中 每 边 丝 满载 的 流 ， 则 / 亦 是 入 
的 可 行 流 。 
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Ey 


本 章 主要 介绍 了 Ford-Fulkerson 算法 和 Dinic 算法 来 六 
最 大 流 ， 有 上 下 界 的 网 络 和 有 供需 约束 的 网 络 可 以 转化 成 男 一 六 
网 络 ， 继 而 可 用 2F 或 Dinic 来 求解 这些 算 法 ,似乎 有 点 烦琐 
但 很 重要 ， 应 热 练 掌握 .至 于 最 大 流 最 小 截 定理 ， 即 双 最 定理 ， 
是 图 论 中 的 骨干 定理 之 一 ， 它 对 于 理论 和 实际 的 问题 都 有 入 
用 。 这 一 点 ， 从 下 一 章 我 们 就 会 看 得 更 清楚 。 


习 是 
1.、 者 网 络 中 不 存在 从 s 到 二 的 轨 ，s 是 源 ，t 足 汇 ， 则 此 


2。 求 图 !1.14 中 网 络 的 最 大 流 ， 边 工 癌 数 字 是 按 容量 


图 11.14 


3. 在 图 ]1.15 的 网 络 中 ，xX ,xs,% 是 同一 种 商品 的 货源 ， 
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供应 量 x, 为 5，x: 为 10，x, 为 5 yi,y zy*?* 是 市 场 , 需求 量 
2: 是 5，y: 是 10，>* 为 5 ,是 否 所 有 的 需求 崩 可 同时 被 满足 7 

4. 在 图 11.16 中 ， 除 边 有 容量 外 ，* 与 了 外 的 每 个 顶 都 有 
一 个 可 以 通过 它 的 流量 的 上 界 ， 即 顶 的 容量 ， 它 写 在 项 标志 
下 . 求 此 网 络 上 的 一 个 最 大 流 。 


图 11.16 


5，(o) 与 出 一 个 如 同 2F 算法 的 标志 过 程 ， 但 标志 由 1 开 
始 ， 到 达 。 时 即 得 一 可 增 载 轨 。 

(8) 写 出 一 个 当 此 边 容量 增 大 时 ,最 大 流量 也 增加 的 边 
之 定位 方法 。 
(c) (6) 中 所 述 之 边 总 存在 吗 ? 

6, 证明 有 供需 约束 的 网 络 上 有 可 行 流 的 充 要 条 件 是 NN’ 中 
有 一 个 使 (Y,{y，]) 每 边 沽 油 载 的 流 ， 其 中 入 / 见 定理 4 之 证 
明 。 

7, 证明 在 有 正 下 界 b(e) 但 无 上 界 《cte) = co) 的 网 络 中 ， 
存在 可 行 流 的 充 妥 条 件 是 对 每 _- 连 e ， 要 么 e 在 一 个 有 向 回路 
上 , 要么。 在 由 s 到 4 或 由 + 到 * 的 有 向 道路 上 ， 

8, 在 第 ? 题 中 ， 若 边 上 写 的 为 下 界 ， 而 无 上 界 ， 求 一 个 最 
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小 流 。 

9。 下 面 两 个 网 络 (图 11.17, 图 11.18〉 中， 哪个 无 可 行 
流 ? 若 存 在 可 行 流 ， 求 其 最 大 流 与 最 小 流 ， 车 不 存在 可 行 流 ， 找 
出 一 个 不 传 源 亦 不 含 汇 的 项 还 集 ， 它 要 么 要 求 “ 胃 出 ” 流 ， 要 么 
要 求 “ 漏 掉 ” 流 。 

10。 证明 有 上 下 界 的 网 络 中 无 可 行 流 的 充 要 条 件 是 ， 存 在 一 
个 顶 子 集 ， 不 食 源 与 汇 ， 且 它 要 求 “ 冒 出 ”或 “ 漏 掉 ? 流 。 
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12 网 络 流 方 法 的 应 用 
12.1 顶 连 通 度 


车 Scy(G)，{a,5}CV-S， 车 每 条 由 6 到 4b 的 轨 至 少 一 
个 内 顶 在 3 中 , 则 称 5 为 (a,6) 分 离 入 ;4 与 6 相 邻 时 ， 无 (2,6) 
分 离 集 . 设 5 是 (a,6) 分 离 集 集 合 ， 今 

Nla,b)=min|SI,S€ or 


NCa,b) 叫做 a 顶 与 5 顶 的 分 高 数 。 
我 们 称 从 a 到 bp 的 两 两 无 公共 内 顶 的 扫 为 独立 雪 . 
定理 1 a,b 是 图 G(7,E) 不 相 邻 的 项 ， 则 
Nta,b)= plo,b), 


莫 中 pla,6) 是 4 到 6 独立 雪 的 最 大 条 数 。 

证 ”我们 构 作 一 个 有 向 名和 (人 P, 下 ， 把 六 (G) 中 的 每 一 顶 变 
成 了 中 的 两 个 顶 凡 与， 县 e。=viv?E 六 对 于 E 中 每 条 边 e 
=wv， 在 中 有 了 两 条 边 e =wv/，e”=v?w 与 之 对 应 ， 此 外 ， 
G(7F ,下 中 无 其 它 的 边 与 顶 , 在 G(P,) 上 形成 一 个 网 络 ， 
0 为 源 ，6' 为 沪 ， 对 e, 型 边 ， 容 量 为 1 ， 其 它 边 容量 =o 。 

下 证 pla,6) 是 a* 到 b 的 最 大 流量 下 。 

设 无 向 图 G 中 有 pCa,8) 条 从 a 到 bb 的 独立 轨 ， 每 条 这 种 轨 
相应 地 在 G(F, 下 中 形成 一 条 有 向 轨 ， 在 G 中 的 轨 为 

CL 
在 G( 训 ,E) 中 相应 的 有 向 轨 为 
GOUT V0F VT 107 -1b , 
这 些 有 向 轨 在 G(, 启 ) 中 两 两 无 公共 内 顶 ， 每 条 都 可 以 用 来 从 
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9? 到 4 流 过 1 个 单位 的 流量 ， 故 
Fp(a,b), 
设 了 是 一 个 最 大 流 ， 其 流量 为 F， 由 G( 六 ,已 ) 的 构造 及 边 容量 之 
分 配 知 ， 这 卫 个 单位 的 流量 被 分 解 到 忆 条 独立 有 向 轨 上 去 了 ， 每 
条 轨 流 过 1 个 流量 ， 故 
Fp(o,b). 
至 此 得 知 F=pla,b). 
由 双 最 定理 ，F 等 于 某 截 (S,3) 之 容量 ，a”E5，6’E5， 所 
以 C(S)= 总 cle)=F<oo， 基 (S$,5) 中 的 边 皆 2, 型 . 而 


ES, 7) 
在 G(D,8) 中 ， 从 a 则 7 的 有 向 轨 上 至 少 合 (S,3) 中 的 一 条 
边 ， 故 G 中 每 条 由 o 到 的 轨 至 少 含 一 个 顶 0, 便 e. 在 (S,3) 
中 .于 是 


R={v]uV(G), e,€(S,5)} 
是 无 向 图 G 中 (a, 如 分 离 集 , 共 


[RI=C(8)=F. 


， 


从 而 有 
Na,b) &F, 

另 一 方面 ， 显 然 有 NN (4a,b) 之 pla,5b)， 故 得 证 

N(a,b) = p(o,b). 
证 些 . 

无 向 图 6 的 顶 连 通 度 k(C)， 用 我 们 本 章 的 符号 则 可 写成 : 
| 了 | -1，G 为 完全 图 ; 
| min 信 (o,6) ,G 不 为 完全 图。 
不 令 


定理 2 Kk(G)= min pla,b), 
BEV (G) 


证 G 是 完全 图 ， 定 理 显 然 成 立 。 下 面 考 赴 G 不 是 完全 图 的 
基 形 ， 先 证 明 
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min pla,b}= min pla,b). 
a BEV {GY sbEV (6) 


4 不 名 
设 obEE(G)，e =ab，、 且 bay 纪 是 一 切 问 顶 对 间 独 立 轨 最 大 
条 数 的 最 小 值 ， 令 G =G -~e 在 G 中 0:8 间 独立 轨 最 大 条 数 为 
pla,b) 一 1=p’ (4,b)。 由 定理 1 ，G’ 中 存在 (a,6) 分 离 集 尺 ， 
使 得 
p' (a,b)= [RI=p(o,b) ~1. 
荐 [RE=1V1-2, 则 pla,b)=1V1~1y 但 当 w,vEV (G)，4 与 
不 相 邻 时 ，p(4,0) +2 必 |V1，plu,v) 扎 IV1-2， 这 是 不 可 能 
的 ， 故 得 |RI<IV1 - 2。 于 是 存在 xc - (RU {6,8b)), 不妨 设 
丸 是 (ao)》 分 离 集 (不 热 用 (5,0》 代 关 (sa,o)) ， 于 是 G 中 aoE 
五 (G)， 玉 U {5} 也 是 (cz) 分 离 集 ， 因 而 
pla,0) <| RI+1=p(a,6), 
故 得 - 
min pla,b)= min pla,b). 
.bEV (G) SET IG) 
不 名 
下 面 证 明 G 不 是 完全 图 时 ， 
KG) = Din, plasb), 
事实 上 ， 这 时 x(G) = min 入 (a,b)， 由 定理 1， 得 
a bEPIGY 
4 不 多 
Kn{G)= min pla,b}= min pla,b). 
bEVG) abEVIGY 
< 不 令 
证 毕 . 
定理 1 和 定理 2 告诉 我 们 如 何 通过 求 某 网 络 上 的 最 大 流 而 得 
到 x(G) 的 值 。 . 
定理 1 和 定理 2 是 图 论 中 十 分 重要 的 两 个 定理 ， 是 著名 的 
Menger 型 定理 中 的 两 个 ， 它 们 有 许多 精彩 的 推论 
C 是 无 向 轿 ，xk7(G)，UC(G)，xEU， 一 端 为 x， 另 一 
198 


端 在 已 中 的 IU1 条 除 x 外 再 无 公共 顶 的 轨 形 成 的 子 图 叫做 G 的 
一 个 x= 局 页 子 . 

推论 1 G 是 连通 图 的 充 要 条 件 是 | 六 (G)j>R+l,， 任 取 
如 CVG)，]UI = 和 xEF(G) ~-U， 则 存在 G 的 zx- 局 天 于。 

证 假设 G 是 上 和 连 首 图， 显然 1V(G)| 之 #+1, 加 一 新 项 y， 
把 y 与 0 的 每 顶 之 间 连 一 边 ， 得 图 及， 对 玉 应 用 定理 2 ， 知 < 与 
2》 之 闻 有 上 条 独立 轨 ， 故 G 中 有 xXx- 口 户 子 . 反之 , 设 IV(G) | 之 
&+1， 且 有 推 沦 中 所 述 的 扇子 ， 但 G 非 连 遂 图 ， 则 «(6G) < 一 
1,， 于 是 存在 x，y1EV(G)，SCVG), 1S|=k-1, 在 G-S 
中 ，x， y: 不 连通 ， 在 G 中 无 x*- (SJ {y1}) 扇子 , 矛盾 . 
证 毕 . . 

推论 2 (Dirac)G 是 连通 图 ，k 之 2, 则 任 塞 有 个 项 共 团 。 

证 对 进行 归纳 法 证 明 。&=2 时 推论 2 显然 成 立 , 假设 
此 = 【之 2 时 推论 已 成 立 ， 变 证 上 =1+1 时 ， 推 论 2 仍 成 立 。 

事实 上 ， 因 G 是 1+1 连通 的 ， 所 沁 也 是 ! 连通 的 ， 由 归纳 
法 假设 ， 任 取 的 1+1 个 顶 中 的 1 个 是 共 圈 的 ， 记 它们 所 在 的 罩 
是 C,。 另 一 方面 ， 由 推论 1， 任 取 xsV(G) ,再 僻 取 U VG)， 
xEU，1DI =1+1， 存 在 x<~U0 扁 子 。 记 上 述 1+1 个 项 是 v,,v,， 
VCC)， 而 iV(G)1 之 1+2, 我 们 取 
如 = {0050029045w}， X=vi41。 著 C 上 只 有 1 个 顶 由 启 子 
Vit 一 司 可 知 00,V444 共 轿 ; UUseeUiU p01 

着 C, 上 存在 -- 顶 haEfoyosi oj 不妨 设 we8 0 。 在 有 
子 agi- fatypiyaiy 时 上 ，nisi 与 fat yury 二 之 间 的 了 + 
条 独立 轨 为 Ptul pp) = 1 站 与 Pu 它们 与 C,1 的 
第 一 个 交点 ( 顶 ) 分 别 为 到 ， 惠 is 县 田 :Wi 和 1 广 
1<i,j<1+1。 由 铝 笼 原理， 必 有 两 个 顶 w，uy/ 落 在 同一 段 弧 
一 ~ 
vv0。+t: 上 ，、 脾 标 为 满足 1 所 mm 所 1 《 按 modl 计算 )， 于 是 v1 ,2 
-91+3 共立 : 
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UV UU Uti Ut 


这 里 假设 在 zsp。s: 上 只; 距 v0。 较 近 , 且 可 能 os=z,， 或 可 能 om/ 
= ti。 证 毕 。 


12.2 有 向 图 的 连通 度 和 
无 向 图 的 边 连 通 度 
12,2.1 求 有 向 图 的 连通 度 的 算法 


设 G 是 无 平行 边 的 有 向 图 ，S V6),， SNn{0,6) = 
5EF(G)， 从 a 到 已 的 有 向 轨 上 至 少 有 一 个 内 顶 属于 3S， 则 称 S 
是 G 中 一 个 (c,8) 分 离 集 . 令 9 表示 有 向 图 G 中 (0,65) 分 离 集 
集合 ， 黎 

(cb =minlS|, SE 


为 (0,6) 分 离 数 . 而 pla, 间 表 示 从 到 的 有 向 独立 教之 坝 大 
有 移交 GG 的 连 道 度 记 为 k(G)， 定 义 为 


IF -1，C 是 双向 完全 图 ， 
min N (cb):G 不 是 双向 完全 图 . 


sbEEtG) 
所 谓 双向 完全 图 是 指 Ya,bE7(G)，3ab，bafE(G),G 中 有 (a， 
6) 分 离 集 的 充 要 条 件 是 obEE(G) 。 这 里 说 的 有 向 名 的 连通 度 有 
时 也 称 为 强 连通 度 。“(G) >0 当 旦 仅 当 G 为 强 连 通 有 疝 图 。 

我 们 把 有 疝 图 C 中 的 矢 条 边 e= 妈 变 成 一 条 有 向 雪 ， 
272o 0 得 到 一 个 新 的 有 向 图 G.。 在 世上 以 a? 为 源 ， 以 6 为 
汇 ， 容 量规 定 为 c(o sp) =clviv?) =1，clu?v/) = co， 和 构成 一 个 
网 络 本 。 于 是 与 无 向 图 中 相似 地 可 得 : 

(1) apgEE(C)， 弄 po 的 = 六 (ab) = 入 中 最 大 流 之 流 辕 。 
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K(G) -| 


(2) G 不 是 双向 完全 图 ， 财 


minp (a,b)= min plae,b). 
atGI EY) 


(3) “(0 = ， min plo,b), 

可 见 , 通 过 求 最 大 流 可 以 求 得 非 双向 完全 图 中 的 NN (4a,6) (ab 蕊 
EE(G))， 经 取 min 运算 ， 即 可 得 有 向 图 的 连通 度 <(G)。 注 意 这 
里 的 字母 4 与 5 是 有 序 的 ， 

12.2.2 求 无 向 图 的 边 连 通 度 的 算法 


设 TEE(G), G 是 无 向 图 ， <，bFG)， 从 4 到 的 每 条 
胃 上 至少 有 一 边 在 TT 中， 则 称 人 是 G 的 a,6) 边 分 离 集 . 令 . 密 
表示 《4,6b》 边 分 离 集 集合 ， 规 定 
Musb) =nin|T|, TEF 


并 (ob) 叫 做 人 中 cb 的 边 分 离 数 ， 我 们 月 p’ (a,b) 表示 从 6 到 
口 弱 独立 轨 的 最 大 条 数 ， 所 谓 又 独立 轨 是 指 无 公共 边 的 轨 ， 即 若 
PP,… ,也 ,是 轨 ,，E(PD)NE(CP)= 2, iSi,j<m, ixjy 
则 称 已 ,已 :，…, 忆 。 是 弱 独 立 轨 。 

边 连通 度 ，”(C) 显然 为 

7 (G) =min{M(a,b) | (oDEY xV}, 

我 们 把 GCY ,EB》 的 每 一 边 c。= wo 变 成 重 边 ， 再 定向 成 互 为 
及 向 得 ce =uv，e”=v#， 赋 权 cte')=cle?)=1, 以 a 为 源 ,以 
6 为 汇 ， 得 到 一 个 网 络 怀 。 与 无 向 图 的 项 连通 度 讨 论 相似 地 可 以 
证 明 ， 

好 (5)=t(ob) = 和 中 从 = 财 5 的 最 大 流量 。 
于 是 可 以 用 网 络 流 技术 得 x*(G)。 
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12.3 有 向 图 的 边 连 通 度 和 
弱 独 立 外 向 生成 树 


人 2,3,1 求 有 向 图 的 边 连通 度 的 算法 


设 TSE(G)，G 是 有 向 图 ( 且 从 4 到 4 的 每 系 有 向 轨 上 : 
至 少 有 一 条 边 在 了 中 ， 则 称 了 是 G 中 一 个 《oc,6) 边 分 离 集 ， 其 
中 4,bEV(G) ,定义 G 的 边 连 通 度 为 
x? (G) =min{M(a,b) {CoEY xV}, 


其 中 
于 (cb) =min| 了 |，TE 


是 G 中 (2,5) 边 分 离 集 集合 。 
以 4 为 源 ， 以 5 为 汇 ， 每 边 容 野 为 1， 在 G 上 建立 一 个 网 络 
六， 则 与 前 面相 似 地 可 以 证 明 
AMM(a,6)=p'(a,6b) = 入 中 从 4 到 4b 的 最 大 流 的 流量 . 
于 是 求 x' (G) 化 为 求 网 络 之 最 大 流 。 
定理 3 (Edmonds，1973) a 是 有 向 图 G 的 一 个 顶 , 且 
min MM(a,v) =k 到 G 中 存在 以 4 为 根 的 裸 胃 独立 外 向 生成 


了 ET 一 


笃 〈 所 谓 葡 独立 生成 树 ， 即 无 公共 边 的 生成 禁 ) 。 
证 对 进行 归纳 法 证 明 ,。 k=1 时 ，min 对 (oo)=1l， 又 


wEV -la 
M (co) = 所 (4,v)， 故 从 a 至 任意 一 个 顶 v 至 少 有 1 条 有 向 轨 、 
显然 有 一 樟 外 向 生成 树 ， 它 以 4 为 根 ， 可 见 &=1 时 定理 成 立 ,. 


令 


etS)=1(5,5)|,S CV OG). 


且 用 G - 妃 表 示 从 人 中 删 去 其 子 图 妞 之 一 切 边 所 得 的 生成 子 图 。. 
显然 有 《因为 fc(S ) 是 截 容量 ， 而 M (ao 是 最 大 流 旱 》， 
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min 及 (a,v) 源 k<=> 对 每 个 SV(G),a65， 


wEV -ta 


SVG), B66S) Th C1) 


设 POV',E') 是 6G 的 子 图 ， 且 满足 

(iD FF 是 和 根 在 @ 的 外 向 树 ， 

(ii) 对 千 个 SCF，Sr*F，ecS，060 (5) 之 hk 一 1, 这 样 
的 FF 是 存在 的 。 若 下 是 6 的 外 向 生成 树 ， 由 归纳 法 假设 及 式 (1》 
知 ，G 一 五 中 有 -1 标 弱 独立 的 以 4 为 根 的 外 向 生成 树 , 于 是 G 
中 有 &-1+1= 有 棵 弱 独 立 的 以 5 为 根 的 外 疝 生成 树 。 

若 F 不 是 G 的 外 向 生成 树 。 我 们 下 面 令 F “生长 ”为 一 棵 外 
向 生成 树 又 不 礁 坏 人 与 (ii 。 为 此 考虑 满足 下 列 三 个 条 件 的 集 
合 ScFr: (1) ecS，(2)》 SUV FV,(3) 006-r(S)=h-1, 
著 S 集 不 存在 ,我 们 把 (VP') 的 任 一 条 边 。 加 到 FF 上 ， 使 
F+e 仍 满足 (让 与 (iD 。 

(i) 自然 满足 。 下 面 肥 证 (ii) 亦 能 满足 ， 不然 ， 存 在 某 个 
集合 S,5 尖 VV，a€S，, 但 60- 0+6 CS)<R~-1， 即 56-1(S) < 名 
dc-1tS)<k-1, 又 已 有 66-1(S)> 有 一 1， 故 66-1(S) = 一 1， 
即 S 满 足 (3), 5 满足 (1》 早 已 成 立 ， 著 S 还 满足 C2》， 则 
5S 满 足 7 了 (1) ，(2) ，(3) ， 与 不 存在 满足 (1)，(2)， 
《3) 的 5 矛盾 . 

下 验证 S 满 足 (2 )。 设 e=w 灿 是 加 到 F 上 去 的 那 条 边 ， 因 
Fa irn (Sh-1, dc6-1(S)=k-1，, 获 vES， 又 ve 让 ， 所 
以 SUP 挛 关 户 即 S 满 足 (2)》 。 

若 存在 满足 (1) ，《2) ，(〈3) 的 S,4 是 满足 (1)， 
《2) , (3) 的 极 大 顶 子 集 ， 估 为 的 边 之 头 管 在 了/ 中 ， 训 

bce-r(AUV’ Y= 6 AUV') Dh, 
由 (3)， 
Be-r (AUV')>B- (dA). 
这 个 不 等 式 指 出 ,在 G-F 中 存在 一 条 边 e=xy,e€(AUV'，. 
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AUVI),， 但 eE(4,F)。 所 以 x A4NV',yEA11P' ,下面 证 明 玉 + 
-满足 (与 (ii) 。 
(i) 自然 满足 。 
设 SCV SzV, atS,， eC(S,5),， 则 
Goirrn (S$) = 001(S)2h- 1, (C2) 
设 et(S,5)， 对 矿 的 每 两 个 子 集 S 与 4， 
Bor(SUAMD+tE SNA EHS) to CD。 (3) 
也 以 上 的 式 《2 ) 与 起 《3》 及 66-1(A)=k-1,66-1(4Nn5) 之 
&~1， 得 
Bor(SUA) Ede(S). (4) 
又 x&SxE4， 知 S 不 是 4 的 子 集 ， 于 是 13 J41 >>|4|; 又 
YE5，yEA，yLP'， 所 以 ，5SUAUV'#F。 由 4 之 极 大 性 ， 
Go-r《(S U4) 守 60-543) 守 h， 上 66- 1,.(5S) 之 #8~1]， 基 证 得 
(ii)》 满足 。 证 毕 。 
上 述 证 明 是 构造 性 的 ， 它 提供 了 名 个 外 向 弱 独 立 同 根 生成 树 
的 求法 。 
定理 4 设 G 是 有 向 国 ， 且 (9G) 演 bp>0， 则 YayocF(G) 7 
及 v1t{0,1,2,…,k}， 存 在 4 到 2 的 | 条 能 独立 有 向 扫 ， 同 时 存 
在 ?2 到 4 的 上 -i 条 弱 独 立 有 入 执 . 
证 构成 辅助 锋 6 如 下 图 G 上 加 上 新 项 42， 从 4 到 # 加 1/ 
条 平行 的 新 边 ， 从 6 到 v 加 名 - ! 条 平行 的 新 边 ， 若 能 证 明 蔚 中 


min Mtla,w)=R, 
‘ero 


由 定型 3 ， 可 以 在 3 中 找到 以 “为 根 的 二 课外 向 弱 独立 生成 树 ， 
由 避 之 构造 知 定理 4 成 立 。 

由 所 加 条 新 这 可 知 ， min M(tayw) 所 & 下 证 "<” 号 不 大 
立 。 着 ,mi (am)<b 则 存在 SCG) io ，1(S 3) < 


etG 


，QES， 显 然 S 关 fa}。 令 x<S 一 {0},y<5， 由 于 | (S,5)| < 
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得 对 (x,y)<h 此 与 (G) 之 kh 矛盾 .证 毕 。 
推论 3 G 是 有 向 图 ，*’(G) 之 2， 财 G 上任 二 希 在 某 个 有 语 
回路 上 . 


12.4 二 分 图 


12.4.1 二 分 图 的 次 数 序列 


设 p= (pi,Pp:，… pra)，4=(q1,42，…,9s) 是 两 个 非 负 整数 
上 序列， 是否 存在 二 分 图 ( 单 图 )G， 共 项 划分 为 二 = {x1 Xs，*…， 
xn) 了 = {yi，y: Yat， 使 得 d(xi)=pi, d (y1) = i 
=1,2,. ,mj =1,2, 3 

若 上 述 问题 得 到 青 定 回答 ， 则 称 〈b,9) 被 二 分 图 G 实 现 . 
显然 ，(p,g) 被 二 分 图 实现 的 必要 条 件 是 


p= Dg. (1> 


但 (1) 不 是 (p,q) 可 由 二 分 图 实现 的 充分 条 件 ， 例 如 
p= (5,4,4,2,1), Q= (5,4,4,2,1), 
虽 满 足 《1) ， 但 没有 二 分 图 能 实现 (p,q)。 
定理 5 p= (tyb)，qg=- (qi,9:，…，4a) 是 满足 
《1) 的 非 负 整数 列 ， 且 49, 之 q: 产 … 之 9,，(p,g) 可 由 二 分 图 实 
现 的 充 要 条 性 是 


minfpi,h) > To, 1<hen, (2) 
气 her 


证 邻 中 = fa 了 = Ay9y 93s} 是 民 ,,。 的 
顶 划 分 ， 把 天 。。 定向 ， 每 边 都 从 XX 指向 了 ,得 有 向 图 G。 把 G 
中 每 边 的 容量 定 为 1， 天 为 源 集合 ，Y 为 汇集 合 ，x 的 供应 量 
为 p;,y; 的 需求 量 为 gj 。 考 虑 此 网 络 站 上 有 供需 约束 的 可 行 流 . 
问题 。 
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对 G 的 每 个 生成 予 图 ， 对 应 地 有 一 个 丸 上 上 的 流 ， 使 此 子 图 上 
每 一 边 皆 满载 ， 生 此 对 应 是 一 一 的 。 由 《1》 知 ，(p,q) 可 由 世 
-分 图 实现 的 充 要 条 件 是 尽 上 有 可 行 流 。 

下 面 利 用 第 11 章 定理 4 证 明 放 内 有 可 行 流 的 充 要 条 件 是 

(2 ) 式 成 立 。 
对 于 SSEF(G)， 令 
TS) = {ilxicS)，7T0S) = 7ES)， 
出 定义， 
CH= DD cle)=173)1 1705)1， 


fts 


oAXNS=D pi, 


EAA) 
plY 5S)= Dg. 1 
了 JS) J 
设 入 中 有 可 行 流 ， 由 第 11 章 定理 4 和 (3)， 
DID Da- Dp. 
ETCE) ETCRY 


取 S={x;|Fi>> 且 U{y1|i 之 有 ， 于 是 


‘ 
min {p;,h)F Hg- DD min{p,,k}, 
ETN) 了 = Er 
三 此 《2 ) 成 立 。 
反之 , 若 (2 ) 式 成 立 ，S 是 普 (G) 的 任 一 子 集 ， 由 (2》 
与 (3) ， 


《3) 


4 
CHF 于 min fp 有 关于 9 DP min{p;,k}, 


Erts i=1 Er 


>p(Y NE)-o XNS), 


其 中 名 = |7(3)1， 由 第 11 章 定理 4 ， 玉 有 可 行 流 。 证 毕 。 
从 算法 的 角度 判断 (p,q) 可 否 由 某 二 分 图 来 实现 ， 等 价 于 定 
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理 5 证 明 中 的 网 络 六 是 否 有 可 行 流 ， 又 由 第 IE 章 定理 4 的 证 明 ， 
这 又 等 价 于 第 11 章 定理 4 证明 中 入 上 是 否 有 使 (7 ,{7 ,由 中 每 
边 皆 满载 的 最 大 流 ， 至 此 ， 我 们 搞 清 楚 了 : 先 求 NV' 的 最 大 流 ， 
若 使 (Y,{y,}) 边 蕴 满 载 , 则 此 流标 志 了 一 个 (p,q) 的 实现 过 程 ， 
所 需 的 二 分 图 之 边 仅 取 流 信 为 1 的 边 。 


12.4.2 二 分 图 上 的 匹配 


这 一 段 我 们 用 网 络 流 技术 求 二 分 图 上 的 最 大 匹配 ， 并 给 出 
Hall 定 理 的 一 个 简洁 证 明 。、 

设 G(X,Y,E) 是 一 个 二 分 图 ， 构 作 一 个 网 络 N (G (六 ,EE)， 
cle)): 

产 = {8,1} UV(G)，s 为 源 ，t 为 汇 ; 
B= {sx}xE XIU {yi yEY} J {xy|xyEE(G):. 
赋 于 容量 c(sx) = c(y 昌 =1，c(xy) =co。 

定理 6 二 分 图 中 最 大 匹配 的 边 数 等 于 网 络 N 中 最 大 流 之 
流量 . 

证 设 对 是 一 个 最 大 匹配 ， 对 M 中 的 每 个 边 xy， 通 过 有 向 
轨 sxyt， 从 5 到 f 流 过 1 个 单位 ， 显然， 对 机 中 的 不 同 边 ， 这 种 
有 向 轨 是 独立 的 ， 故 最 大 流 流 用 之 |M|。 

设 f 是 入 上 的 整 值 流 函数 ， 所 有 从 s 到 1 的 有 向 轨 丝 形 如 
sxyt， 若 它 从 s 到 + 运送 一 个 流量 ， 则 不 会 青 有 边 xy' 或 x*'y 能 
被 用 来 通过 流量 。 故 使 得 f(xy) =1 的 边 x》 之 集合 形成 GLX， 
了 ，E) 的 一 个 匹配 ， 于 是 | 以 | 之， 从 而 | 以 | = FF。 证 上 毕 . 

上 述 定理 告诉 我 们 求 网 络 N 上 的 最 大 流 1， 使 得 fxy) = 1 
的 边 之 集合 即 为 G 的 一 个 最 大 匹配 。 

下 面 利用 双 最 定理 证 明 Hall 婚配 定理 。 

定理 (Hall) G 是 二 分 名 ， 项 划分 为 X 与 .Y，G 中 次 在 把 全 
中 顶 痢 许配 的 匹配 之 充 要 条 忻 是 ,对 一 切 S' 呈 义 ，| 入 (51) | 之 
1911。 
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， 证 设 G 中 无 把 关中 顶 皆 许配 的 匹配 ， 沿 用 定理 6 的 记号 ， 
最 大 流量 下 = | 放 |， 放 是 G 中 最 大 匹配 ， 但 1M|<|XX|, 设 S 是 
2F 算法 结束 时 被 标志 的 项 集合 , 则 《S,5) 是 最 小 截 。 又 一 切 形 
如 xy 的 边 容量 为 c， 今 S=Xn1S， NS CS, 又 无 VY- 
入 (5S 小 中 的 顶 被 标志 ， 于 是 我 们 有 

(S,5)=({s}, KX-SNUCNGSD), {I). 
又 |(S,S1=1MI<1lXI， 于 是 
[X-S+IN(GS)I<IX!, 
即 IN(S0)|<1S 省 。 
反之 ,车 G 中 有 把 XX 中 顶 第 许配 的 下 配 ， 避 然 对 每 个 3 三 
芒 ，I 入 (S| 送 1S 十 .证 些 . 


12.5 关于 PERT 的 两 个 问题 


PERT 是 规划 审核 技术 的 代号 《Program evalnation and 
zeview technigte)， 它 是 运筹 学 中 的 典型 问题 之 一 。 
PERT 图 是 指 这 样 的 一 个 有 向 轿 GO ,EE): 
(D 玉 (G) 申 存在 起 始 硕 :与 终 此 项。 
(ii) G 中 无 有 向 加 路 ， 
《iii YIEFCG) ~ {5,1}，v 在 某 条 由 : 到 的 有 向 轨 上 . 
约定 ， 
《1) PERT 图 上 的 每 一 边 代表 一 个 过 程 。 
《2) 8(s) 中 的 过 程 可 以 马上 开始 ， 
《3》vEV(G)，v 关 s， 当 alv) 中 的 过 程 全 结束 时 ，B (四 中 
的 过 程 才 能 开始 。 
问题 1〈 关 键 轨 道 问题 ) 设 PERT 图 每 边 。 之 权 !(e) 表示 
该 过 程 所 需 时 间 ， 问 由 8B(s) 中 过 程 开始 的 时 刻 到 a(:) 中 过 程 全 
部 完成 ， 最 短 需要 多 长 时 间 ? 
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例如 图 12.1 中 的 最 短 完 成 时 间 为 3+2+5= 10。 

PERT 最 适时 间 算 法 : 

《1) (< 二 0， 其 它 
的 顶 未 标志 。 

《2) 找 一 个 ozEF(G)， 
2 未 标志 ， 且 &(z) 中 一 切 边 
之 尾 已 标志 ， 令 
Mo) max {MH) + 40). 图 12.1 

《3) 车 (=t， 止 ,A(#) 即 为 所 求 ， 否 则 转 《2》。 

上 述 算法 的 时 间 复 厅 度 为 OC(E|)。 

定理 了 PERT 最 短 时 间 算法 止 时 担 到 的 ^(:) 为 问题 
的 解 ， 

证 先 证 (2) 中心 的 存在 性 。 若 这 种 "不 存在 ， 则 对 每 个 
未 标志 之 项 ， 皆 可 找到 一 边 ， 以 = 为 藉 ， 但 此 边 以 另 一 未 标志 
之 顶 为 尾 。 又 顶 数 有 限 。 则 @G 中 存在 有 向 回路 ， 这 是 不 可 能 的 。 

下 证 (os) 是 到 完成 cto) 中 一 切 过 程 所 用 的 最 小 时 间 . 用 标 
志 次 数 进行 归纳 证 明 。 第 一 次 标志 的 是 * ， 命 题 自然 成 立 。 设 第 
次 标志 的 是 v,， 和 (v4) 是 ctoi) 中 过 程 全 部 完成 所 用 的 最 小 时 
间 ， 设 wm: 是 第 R+T 次 标志 的 顶 ， 由 《2 ) ， 显 然 

max {Mu) +i(e)} 


ek 


是 到 aCvi+1》 中 过 程 全 完成 所 用 的 时 间 之 最 小 值 。 证 些 。 
容易 看 出 ， 当 算法 停止 时 ， 白 向 :经 过 “确定 顶 标的 边 ” 
在 回 ， 即 经 
和 (ao) max {XM(u) +1l(e)} 


中 使 Xu) +1(e) = 和 (wv) 的 边 。 返 回 ， 则 得 一 最 长 轨 ， 这 种 最 长 
轨 叫 做 关键 轨 短 ， 谷 缩短 工期 ， 必 须 把 每 条 关键 轨道 府 少 一 条 边 
之 长 缩短 ， 关 键 较 道 未 必 唯一 ， 例 如 图 12.1 中 sbot 是 一 条 关键 
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轨道 。 

上 述 缩短 工期 的 方法 通常 称 为 CPM (Crirical Path me- 
thod)， 即 关键 轨道 方法 。 

问题 2 PERT 中 每 一 过 程 由 一 台 机 器 〈 或 人 ) 来 完成 ， 
向 需 要 最 少 准备 多 少 台 读 器 ， 才 能 使 得 对 任意 给 定 的 1(e)， 每 
一 过 程 都 不 至 于 因为 机 器 不 够 而 被 延误 ? 

为 解决 问题 2 ， 我 们 考虑 以 * 为 源 ， 以 上 为 汇 的 PERT 图 
上 的 一 个 网 络 ， 边 容量 下 界 是 1， 上 界 为 2。 

下 面 我 们 称 一 个 边 子 集 为 并 访 边 集合 ， 若 此 集合 中 没有 在 同 
一 有 向 轨 上 的 两 条 边 - 

由 于 了 ERT 中 每 边 颖 在 由 s 到 +: 的 有 向 雪 上， 以 及 ude) 
= 耳 c(e) = ce 知 我 们 的 网 络 上 有 可 行 流 ， 所 以 有 从 s 到 + 的 最 
小 流 。 

定理 8 以 :为 源 以 :为 汇 ，p(e)=1，c(e) = co 的 PERT 
图 上 的 网 络 上 的 最 小 流量 即 为 问题 2 的 解 。 

证 让 我 们 以 1 为 源 ， 以 为 汇 ， 求 由 1 到 s 的 最 大 流 ， 它 
给 为 由 * 到 :的 最 小 流 ， 当 求 由 : 到 :的 最 大 流 时 ，2F 算法 终 
企 时 被 标志 的 那些 顶 之 集合 为 7， 则 1E7，sE。 于 是 (7) = 
名， 不 然 ， 因 cle) = co， 仍 可 由 了 中 的 菜 顶 向 前 标志 ,与 2F 标 
志 终 正 矛 盾 ， 所 以 (T,T) 是 并 流 边 集 。 

车 人 ,7)》 中 有 的 边 之 权 1(e) 六 1， 人工 ,7) 外 的 边 之 权 ! Ce》 
比 人 ,7 了》 中 最 小 权 还 小 得 多 ， 所 以 会 有 ,7》 中 边 代表 的 过 
程 同 时 进行 的 时 刻 。 故 机 器 数 之 | (T,7)|、 

设 了 是 从 s 到 上 最 小 流量 ， 相 应 的 流 为 户 f(e) >b(e) = 1 对 
每 一 边 eEE(G) 成 立 。， 下 个 单位 的 总 流量 分 解 到 从 * 到 + 的 F 条 
有 向 轨 上 ， 能 使 已 (G 中 的 每 条 边 至 少 在 这 户 条 有 向 罗 的 一 条 
上 . 我 们 把 每 台 机 器 分 配给 上 述 条 有 向 轨 中 之 一 条 雪上 的 所 有 
边 ， 每 个 机 器 在 分 配 去 的 有 向 轨 上 从 * 到 # 依次 完成 各 个 过 程 ， 
于 是 得 知 机 器 数 生 斑 〈 陶 12.2) .而 已 = 1](7,T|， 故 得 证 问题 
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2 中 的 机 器 译 少 为 * 到 上 的 最 小 流量 厂 ， 证 毕 。 


本 章 用 求 最 大 流 的 有 效 算法 求 得 了 无 向 图 的 连通 度 与 边 连通 

谋 及 有 疝 图 的 连通 人 庶 与 边 连通 竣 , 并 且 建 立 了 一 批 Menger 型 定理 
Nla,b) =p(a,b) (CobEE(G)), Mla,b)= pa,6), r (G) = 
.过 pla,b), Kr (G) = min p’ (0,b)), 这 些 Menger 型 定理 是 


图 论 的 一 组 基本 定理 ， 从 中 可 以 推导 出 许多 重要 结论 ， 例 如 名 连 
通 图 的 扇形 结构 与 图 结构 ， 有 向 图 中 的 弱 独 立 同 根 外 向 生成 树 的 
存在 及 个 数 等 等 。 

网 络 流 技术 还 可 以 求 取 二 分 图 中 的 最 大 匹配 ， 以 及 判别 与 实 
现 二 分 图 的 次 数 序列 ， 同 时 对 某 些 定理 《例如 Hali 定 理 》 提供 
简洁 的 新 证 明 。 

最 后 我 们 用 求 最 大 流 的 方法 解决 了 PERT 中 的 一 个 重要 
问题 。 


习 题 


1。 用 12.1 的 定理 1 证明 匹配 再 论 中 的 Ksnig 定理 。 
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2。 证明 (p,q》 不 能 由 二 分 图 来 实现 ， 其 中 p= (5,4,4,2,1) ， 
Q= (53,4,4,2,1). 

3。 七 种 设备 用 五 架 飞机 运往 目的 地 ,每 种 设备 各 有 了 四 人 对， 五 
架 飞 视 的 容量 分 别 为 8，8，5，4。4 台 ， 问 能 否 有 一 种 装机 
方案 ， 使 同 种 设备 不 会 有 两 台 同 在 一 架 飞 机 上 ? 若 飞 机 容量 分 别 
为 ?7，7，6，4，4 台 时 ， 又 怎样 ? 

4。 今 有 张 、 王 、 李 、 赵 四 人 小 乐队 和 小 提琴 、 大 提 于、 鲍 
琴 、 吉 他 四 种 乐器 ， 张 善于 演奏 小 提琴 、 大 提琴 和 吉他 王 善于 
大 提琴 和 钢琴 李 善 于 小 提琴 和 大 提琴 ， 赵 只 会 弹 志 他. 今 四 人 
同人 台 演出 ， 每 人 演奏 一 种 乐器 ， 试 求 每 人 各 演奏 一 种 乐器 时 所 有 
不 同方 案 。 试 把 这 一 问题 化 成 网 络 最 大 流 问 题 。 

5。G 是 没有 有 有 疝 阿 路 的 有 疝 图 ， 和 欲求 一 个 无 公共 顶 点 的 有 
铅 轨 道 的 最 小 条 数 ， 使 这 些 轨 道 覆盖 一 切 顶 ， 这 种 轨道 可 以 内 任 
何 一 顶 始 而 止 于 任何 项 。 也 可 以 长 为 0 。 

《e) 叙述 一 个 解 此 问题 的 算法 。 

(8) 指出 G 中 没有 有 向 图 的 条 件 是 否 必要 。 

(5) 给 出 你 的 算法 的 时 间 复 杂 疤 。 

6，、 上 题 中 ， 把 “无 公共 项” 的 要 求 删 去 ,解决 上 题 中 同样 
的 (ga) , (5),《0) 三 个 问题 。 

两 个 顶 4 与 v 叫做 无 道 流 的 ， 若 无 从 4 到 或 无 从 vv 到 4 
的 有 向 轨道 。 一 个 无 逆流 项 揪 是 指 此 集中 任 二 项 绚 为 无 逆流 的 。 
证 明 权 盖 轨 道 的 最 小 数目 等 于 最 大 无 逆流 顶 集 之 顶 数 。 
，7。(4) G(X,Y,E) 是 二 分 图 ， 写 出 一 个 有 效 算法 求 出 一 个 
最 小 边 子 集 EE, 使 得 每 项 皆 为 EE' 中 至 少 一 条 边 之 端点 。 

(8》 给 出 你 的 算法 的 时 间 复 杂 瘘 。 

(c》 证 朋 这 个 覆盖 项 的 EE’ 满足 IE’|= BCG)， 其 中 8(G) 是 
G 的 独立 数 。 . 

8。(4) G( 汪 ,了 ,上 ) 是 完 侈 二 分 图 ， 则 

KKG) =min{| XI,|Y!}. 
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(8) 证明 对 每 个 久 ， 存 在 一 个 图 G， 使 得 5(G) 着 A 且 台 无 
Hamilton 轨 。 

9.。 设 好 是 二 分 图 G 的 一 个 匹配 ， 则 存在 一 个 最 大 匹配 2 ， 
使 得 被 于 许配 的 每 个 项 也 被 于 /许配 。 

10。G 是 无 图 有 向 图 ， 恰 有 一 个 项 s，d*(s) =0， 恰 有 一 个 
项 1，d*(+) =0, 称 边 e,=oab 优 于 边 e,=cd, 当月 仅 当 G 中 有 从 
6b 到 c 的 有 向 轨道 。 一 个 边 子 集 四 做 一 个 “ 片 ”， 若 它 之 中 无 比 
另 一 边 为 优 的 边 ， 且 它 是 极 大 的 。P 是 边 子 集 ， 证 明 下 述 三 个 命 
题 等 价 : 

《1) 也 是 一 个 片 。 

《2) 了 是 (5,1) 边 分 离 集 ， 了 中 没有 比 其 它 边 为 优 的 边 ， 

《3) 对 某 {s}CSCF-{} 的 S,， 了 P=(S,5), 使 得 (5,S} 
= 

11。S1,S,,"…,S。 为 有 限 集 ， 和 集合 {e,e:,…,e。) 叫 做 相 异 
样品 组 (SDR) ， 若 对 每 个 i，1<i<m,，ei€S 1。 

《a) 车 SDR 存在 ， 写 出 一 个 求 SDR 的 有 效 算法 ， 

(8) 证 明 SDR 存在 的 充 要 条 件 是 对 任意 的 ECL<R<m) 个 集 
合 之 并 ， 至 少 含 并 个 元 素 。 

12. x 与 r, 是 严 个 元 素 的 一 个 集合 之 划分 ， 每 个 之 中 恰 含 
7 个 两 两 不 交 的 子 集 ， 和 欲求 "个 元 素 的 一 个 子 集 ， 使 得 与 7 
的 每 个 子 集 都 被 表征 。 

(a) 给 一 个 有 效 算 法 判断 这 样 的 * 个 样品 的 集合 是 否 存在 . 

(8) 与 Hall 婚配 定理 相似 地 建立 一 个 这 种 样品 集合 存在 的 
充 计 条件 。 

13。 有 向 图 叫做 完全 连通 的 ， 若 它 是 一 个 竞赛 图 完全 连通 
有 向 图 是 可 分 的 ， 若 上 (G) 可 划分 成 4 与 召 两 个 非 空子 集 ， 使 得 
-4 与 召 之 间 的 边 皆 从 4 到 召 。 令 亚 (G) = {foiyosy yo 由， 旧 

d+ (0,) Sd (v,) Ed (v,), 
旭 G 是 可 分 的 完全 连通 有 向 图 的 充 变 条 件 是 存在 & <n， 使 得 
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14。S 是 人 的 集合 ，1S1 之 4， 每 四 个 人 中 总 有 一 人 与 其 余 
三 人 相识 ， 则 S 中 有 一 人 ， 他 与 S 中 的 每 个 人 相识 。 

15， 在 学 校 里 ， 有 + 个 男 同 学 4 个 女 同学 , 每 个 同学 恰 认 
识 &I<A<a) 个 异性 同学 ， 证 明 全 体 同学 可 参加 一 次 舞会 ， 使 
每 对 舞伴 皆 相 识 ， 而 且 可 以 组 织 避 场 舞 会 ， 使 得 每 人 皆 与 每 个 相 
识 者 怡 卫 一 次 舞 。 试 用 网 络 流 方法 证 明 此 题 。 

16， 证 明 或 反驳 ， 若 有 向 图 G，rk(G) 关 2， 则 对 每 三 个 项 
xyyz， 存 在 一 个 从 x 经 ?到 = 的 有 向 轨 。 

17。C 是 无 向 图 ““(GC) 关 2， 则 ， 

(az) 对 每 三 个 项 x,y,z，， 存 在 一 个 行 迹 ， 从 x 经 ?到 =。 

(8) 对 每 三 个 顶 x,?，z* 存 在 一 个 行 迹 从 * 到 z 不 经 过 > 。 

18， 在 图 12.3 所 示 的 无 有 疝 回路 的 有 向 图 中 ， 既 有 AND 顶 
《入 )， 也 有 OR 项 (Y )， 正 如 PERT 中 一 样 ， 边 表示 过程 ， 边 
长 是 过 程 所 用 时 间 《〈 写 在 每 边 旁 ) ， 当 所 有 《至 少 一 个 ) 进入 的 


过 程 完成 时 ， 从 一 个 AND(OR) 顶 出 发 的 过 程 才 可 开始 、 写 焉 ~ 
个 算法 ， 求 从 开始 《于 s 顶 ) 到 结束 (于 t 顶 ) 所 用 的 最 少时 间 。 
且 把 你 的 算法 在 图 12.3 中 应 用 ,并 指出 你 的 算法 的 时 间 复 杂 度 . 

19。 在 未 必 无 有 疝 末 路 的 有 疝 图 上 考虑 上 题 ， 你 应 如 何 修改 
你 的 算法 或 指出 无 解 ? 

20。kK 入 ，1() 是 从 图 G 上 删 涂 & 个 顶 所 得 子 图 的 边 连 通 度 
之 最 小 值 ， 讨 论 函 数 1(&) 的 定义 域 单调 性 和 极 值 ， 若 x(G) = 4， 
Kk! (G) = 5,1(1) =2，1(2) = 3 是 否 成 立 ? 
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13 无 向 图 中 的 空间 与 矩阵 


13.1 图 空 间 
令 玉 ,= {0，1}， 在 五 , 上 定义 加 法 命 与 架 法 “，” 如下: 
@|o 1 + i 1 
0 1601 0 |o0 
1|10 1 10 1 


是 < 和: ， 四 ?是 Abel 群 ，《F, 一 {0}，。) 也 是 Abel 群 ， 旦 雪 
法 对 于 加 法 有 分 配 律 ， 故 ( 玉 :， 申 ，“。 是 一 个 域 ， 称 其 为 0-1 
二 元 域 ， 简 写成 F,， 
车 (gg ，…，9g。) 与 《ri，r:，"…;r2) 两 个 向 量 中 g;， 
rf1&F,， 则 定义 
(gia) Bri ra re) = (q1 Pr 9, Dr), 
例如 (1, 1，D@UQ, 1, DD) = (0，0，0) 。 
本 章 中 把 一 个 图 或 子 图 写成 0-1 向 量 的 形式 ， 利 用 线性 代数 
的 方法 研究 《0-1 向 量 对 应 的 ) 图 的 性 质 。 
设 G 是 给 定 的 标志 图 ，E(G) = {fe,，e,，…，e.), 任意 取 
QEE(G), 令 


ga ={ 1, e:€Q, 
"lo, e,EQ, 
记 Q= (gs Ys, 4), 
于 是 Q 的 全 体 子 图 组 成 的 集合 在 0-1 二 元 域 , 上 构成 一 个 6 维 的 
线性 空间 ， 记 这 个 空间 为 8 (G) , 称 为 G 的 边 子 集 空 间 ,简称 边 空 
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闻 . 8 中 有 2 个 向 量 ， (1，0 0 …, 0) ， (C0, 1, 0, 0 
0) ，…，《0，0，…，0，1) 是 它 的 一 组 基 ， 

定义 1 芋 个 是 迷 通 图 G 的 生 或 树 ， 设 < 是 余 树 的 一 条 边 ， 
则 了 +e 上 有 唯一 的 一 个 一 ， 这 个 图 叫做 G 的 基本 痢 ， 关 于 生成 
树 了 的 全 部 基本 图 C,，C:，…，C:-,r 叫做 G 的 一 个 基 困 组 . 


定理 1 EF(C), E(C,)，…，E(C.-vn1) 作为 了 中 的 
e -7+1l 个 向 量 是 线性 无 关 的 ， 其 中 C，C:，…， Co 是 G 
的 关于 生成 树 了 的 英 困 组 。 


证 因 每 一 基 困 含有 其 它 基 图 不 含 的 边 、 故 得 
ac, =0<>0=0 (i=1,2,.,6~ V+1), 


i 
其 中 aiEF,， 故 (C4)，…， 已 (Ci 是 线性 无 关 组 , 证 
毕 ， 
， ”本章 中 边 子 集 8，Q 在 台中 的 向 量 形式 以 及 GLQ] 可 以 认为 
是 一 回 事 。 

我 们 把 图 G 中 无 公共 边 的 图 之 并 与 稚 向 量 组 成 的 集合 记 成 
CG) | 

定 瑾 2 多 (G) 在 域 斑 : 上 构成 线性 空间 . 

证 只 需 证 明 ，YB,,B,E@(G)， 有 B. 甸 83,6 (G)， 则 容 
易 验 证 CG) 满足 在 下 ,上 构成 线性 空间 的 一 切 条 件 . 下 证 
BOBEYG). 

《1) 如 或 卫 为 0 时， 结论 自然 成 立 。 

(2) B, 与 8, 此 非 0， 考 虑 召 , 与 ,中 有 无 公共 边 ， 分 两 
种 情形 讨论 。 

(i) 对 每 个 i，1<<i<e，8B, 与 8, 的 第 i 分 最 不 同时 为 
1， 则 了 8, 给 B, 图 中 每 项 缘 偶 次 ， 其 连通 片 是 Euler 图 。 由 
Euler 图 的 性 质 ， 妃 i 四 ,的 每 个 连通 片 ， 进 而 B, 申 8, 本身 是 
无 公共 边 的 图 之 并 ， 即 也, 中 B:cG(C) ， 

《it)》 若 有 些 同 位 置 的 分 量 在 83, 与 中 ,中 此 为 ， 划 在 B。 
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晤 B; 图 中 ， 与 这 几 个 分 量 1 对 应 的 边 的 端点 的 次 数 ， 比 在 如 :中 
与 8: 中 同一 顶 的 次 数 之 和 少 一 个 偶数 ， 故 8, 名 8, 中 每 顶 皆 偶 
次 ,， 与 (i) 一 样 地 知 8, 命 B,53(G)。 证 毕 . 

定理 3 G 是 连通 图 ， 则 Ww (G) 是 4 的 z-v+1 维 的 线性 
子 空间 ， 关 于 任 一 生成 树 的 基 围 组 是 cf; (G)》 的 一 个 基底 . 

证 只 欠 证 YBE%(G)，B 是 关于 任 一 生成 树 T 的 基 辕 组 的 
线性 组 合 (组 合 系数 取 自 ,)。 事实 上 ，B=0 时 ， 结 论 自然 成 
立 。 下 面 考虑 8 二 0， 于 是 图 中 至 少 有 一 条 边 是 余 树 上 的 边 . 今 


设 ei,， en …， eis 是 了 3 图 中 余 桂 上 的 边 之 全 体 ， 它 们 对 应 的 
基 轿 分 别 为 Ci,，Ci,，…，Ci,， 令 
2 E34 
B'= DC,,, 


这 里 于 中 的 加 法 是 但 。 由 定理 2，B’'E% (9，B’' 儿 BE (G); 

车 BF'@BBz0,， 即 +8’ 对 应 的 图 只 含有 生成 树 上 的 边 ， 由 

名 (GD) 之 定义 ,这 是 不 可 能 的 ， 只 有 BBB' -0 于 是 了 = 了 

=EC,, 证 毕 。 

以 后 我 们 称 % (G) 为 图 G 的 围 空 间 。 

车 G 有 wo 个 连通 片 ， 显 然 (G) 的 维 数 为 e~v+w.。 连通 

图 G 的 图 空间 Z(G》 中 有 2:""+! 个 商量 ;不 连通 的 图 ， 多 (G) 

中 的 向 量 个 数 为 2'…+“， 事实 上 ， 对 于 连通 图 而 言 ,因为 Ki(G) 

中 每 个 向 量 由 e ->+ 工 个 基 疝 量 线性 表 出 ， 在 线性 表达 式 中 ， 每 

个 基 向 量 的 组 合 系数 有 0 与 1 两 种 选择 ， 故 1@(G) | = 2 ， 

例 1 求 图 13.1 中 

a 2 G 的 图 空间 Z(G) 中 的 全 体 

es 2 “向 量 ， 并 画 出 相应 的 子 图 。 

人 解 6=7,v=6, (G3 

中 有 2"+1=2*=4 个 向 

量 , 取 生成 树 为 = G- {fe,， 


es 

图 13.1 
es}， 则 有 。~v+1=2 个 基 围 ; 
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Ci=(t 1, 1, 0, 0, 0, 0) , Ci=(0, 0, 0, 1, 1, 1, Do 
除 Cl，C: 外 ， 罗 (G) 中 还 有 0 向 量 ; 
0= (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) 。 
第 四 个 向 量 是 8B: 
B=C,@C:.-0, 1, 1 1, 1, 1, 0。 
这 三 个 个 于 过 内 各 各 训 的 开 加 13.2 


Bb A4P< 


图 13.2 


13.2 断 集 空 


本 节 只 讨论 连通 无 向 图 。 ; 

定义 2 SSE(G)，G 为 连通 图 ，G- 3 有 两 个 连通 片 ， 保 
从 G 中 删除 S 的 任何 真子 集 ， 仍 得 到 连通 图， 则 称 S 是 G 的 
一 个 割 集 . 

在 割 集 定义 中 ， 要 特别 注意 它 的 
航 小 住 ，S 这 个 集合 再 缩小 就 割 不 断 。 : 
连通 图 G 了 。 、 

例如 图 13.3 中 ，{eyesy cs} 不 
是 割 集 ， 因为 G-{e1,e,,es} 有 三 个 
连通 片 ，{e,}，{es} 或 {es} 也 不 是 制 
湿 , 因为 G-{er},，G-{es}, G- 
{es} 仍 连通 ,， 测 G- {e,,，e,} 有 两 个 
姻 通 片 ， 又 fe,，e;} 已 是 极 小 化 ， 故 
{es，es} 是 一 个 寄 集 ， 在 此 图 上 ， 任 意 两 条 边 句 构成 一 个 割 集 。 
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图 13.3 


定义 3 六 , 是 连通 图 G 的 非 空 顶 真 子 集 , 即 ,二 ,TC 
V(G)， 一 端 在 了,， 另 一 端 在 广 , 的 边 组 成 的 集合 ， 记 成 《V7 .， 
罗 ,)，(,，P》 叫做 G 的 一 个 断 集 . 

出 定义 ， 制 集 是 断 集 , 反 之 未 必 成 立 ， 例 如 图 13,3 中 ,{e,， 
ee 6 是 断 集 (fv 0505}, {os Voy Us Vos Vr Va})y 
但 它 不 是 割 集 ，“ 大 ”了 一 些 。 

我 们 把 连通 图 G 中 的 一 切断 集 与 9 向 量 组 成 的 集合 ， 记 成 . 
HG) 

定理 4 2 (C) 在 域 下 ,上 构成 线性 空间 。 

证 只 需 证 明 , 若 Si, SE€597 (4G), 则 S1B5,& 5 (G)。 
不 妨 设 S, 关 S,, 不 然 S.@@S,=0E57 (G). 令 Si= (7,, 了 P,), 
SS,=(F,, Po), Fis=V NY,, Vs=P NP,, Vo,=VuU 
玉 ,,， 由 图 13.4 知 

SDI.= (7, PIES (G). 
事实 上 ，5; 中 的 边 有 图 中 上 半 部 分 的 四 种 类 型 ，S, 中 的 边 有 下 
半 部 的 四 种 类 型 ， 经 命运 算 后 ，5, 儿 5S, 中 的 边 只 是 图 中 粗 实 线 
类 型 的 ， 它 们 拾 为 《7 ,， 也 ,) 。 证 毕 。 


以 后 把 (G) 称 为 连 
通 图 G 的 断 集 连 间 。 

显然 ， 割 集 与 断 集中 至 
少 有 一 条 边 是 生成 树 上 的 
边 、 

定义 4 连通 图 G 的 含 
且 仅 含 生成 树 耳 的 一 条 边 之 
天 集 ， 叫 做 G 的 关于 了 的 基 
本 天 集 ， 关 于 了 的 基本 图 集 . 
之 全 体 SS Su- 
叫做 @G 的 关于 生成 树 了 的 基 
本 市 集 组 。 
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定理 5 连通 图 G 的 疡 集 空间 2” (G) 的 维 数 是 ?一 1， 对 
于 任 给 的 生成 树 了 ， 关 于 本 的 基本 割 集 组 S1,，5,，…，S,. :是 
2 (G) 的 一 组 基 。 
证 与 定理 1 相似 地 ， 容 易 证 明 3$,，…，3,-, 是 线性 无 关 
的 。 只 需 证 明 YSE 9 (G)，5 可 由 人 S,，…，S,-: 线性 天 出 。 
事实 上 ， 因 5S 是 断 集 ，S 上 有 了 中 之 边 , 令 S= fei， es 
e149 Cikr29 Cis]， 前 条 边 是 生成 树 T 上 的 , 令 51， 
《j=1,2,…s) 是 含 e:， 的 基本 制 集 ， 由 于 (5S) 是 线性 空 
润 ，S,,€657(G), 故 


bE 
S$'= PS, 4G)， 


j=1 
县 
Sr=S+5€ ge (6), 
但 5S* 中 已 不 含 T 上 之 边 ， 则 5 不 是 断 集 ， 因 为 断 集 中 至 少 有 
一 条 和 树 边 ， 所 以 3S" = 0， 于 是 
S= 5 之 s，. 
pen 
证 毕 ， 
2 (G) 中 一 共有 2 个 向 量 。 
例 2 求 图 13.5 中 的 图 G 之 断 集 空间 
2 (C)》 的 一 组 基底 和 (G) 中 的 一 切 9 
向 量 ， 并 画 出 相应 子 图 。 
解 =4，2(G)》 中 有 2"-:=23 
= 8 个 向 量 ， 其 中 3 个 是 基 向 量 , 一 个 是 0 
坊 量 ,我 们 取 生成 笠 为 GL{e,,e,,e3}]， 
相应 的 三 个 基本 割 集 为 S1，5,，S, 
Si=(, 0, 0,1, 0, 1), S,=(0, 1, 
1, 1, 1, 0) , S,=(0, 0, 1, 0, 1, 1) 。 
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出 基底 线性 表 出 的 其 它 5 个 向 量 为 。 
S.=S,BS:=0, 1 0, 0, 1, 1) ， 
Ss=5,B5,=(1, 0, 1, 1, 1, 0) , 
Ss=SB5s=00, 1 1, 10D), 
Si1=S,B5BS ,= (1, 1, 1, 0, 0, 0) ， 
Ss=0.5,+0.5,+0.5,=0=(0,0,0,0,0,0) 。 
5 1 一 5: 的 相应 子 图 见 图 13.6。 


er er 
er €2 
es ~ 
1 
es 可: 5 e， 
es > 四 
SL Sx 3 Ss, 
外 
ee 
本 2 er, 
下 上 Ea 
ey 
ey Bt © 
ey 
5 3 3S， 
图 13.6 


我 们 看 到 ，Z (G) 与 9 (G) 可 能 有 相同 的 非 淮 向 量 ， 断 集 
可 能 是 图 ， 例 如 例 2 中 的 S.，S,，S。。 
:作为 了 (G)》 的 两 个 子 空间 8 (G) 与 9 (G) 是 正 交 的 。 
定理 6 vBEw(G)，y5E gr (G)， 则 有 正 交 性 
、 B-S =0, 
其 中 G 是 沽 遂 田 ，“， ”是 向 量 的 数量 积 (在 忆 , 中 ) . 
证 若 石 与 S 中 有 0， 则 结论 自然 成 立 。 若 B#0,S 关 0， 因 
为 图 着 与 断 集 有 公共 边 ， 则 公共 边 的 条 数 必 为 偶数 ， 所 以 与 S 
中 辐 序号 分 量 皆 为 1 的 现象 发 生 偶数 次 ， 从 而 知 召 .5 =0; 事实 
上 ， 这 时 ，B.S 的 运算 中 只 发 生 同 序号 党 为 1 的 两 分 量 的 积 4 
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的 录 和 ， 
0. 证 毕 . 


可 


序号 的 分 量 有 零 时 只 算出 0 ， 而 这 偶数 个 1 相 辑 仍 得 


13.3 关联 矩阵 


定义 5 G 是 单 图 ,G 的 关联 矩阵 B(G) 星 如 下 的 蝶 阵 B(G) 
= (5811) vx， 其 中 
on={? v; 与 6; 相关 联 ， 
0 ，v; 与 e; 不 关联 ， 
WEVG), erEE(G), 
例如 区, 的 关联 阵 为 


el ea Ey Cr Os C6 


ufi 10001 

BK -oz 1 1 0 10 
v101100 
vl000 1 11 
每 个 标志 图 有 唯一 的 关联 矩阵 ， 


肥 之 ， 若 给 出 一 个 图 的 关联 矩阵 ， 我 ，。 
- 们 可 以 依据 此 矩阵 把 相应 的 图 画 出 
来 ， 可 见 关联 甜 阵 中 已 含有 相应 的 图 
的 一 切 信息 ， 原 则 上 ， 通 过 图 的 关联 
和 矩阵 的 研究 ， 应 该 得 到 图 的 一 切 性 质 。 

一 个 0-1 和 矩阵， 每 列 从 有 两 个 1 ， 它 必 为 某 个 图 的 关联 矩 " 
' 阵 ， 关 联系 阵 每 行 中 ! 的 个 数 是 该 行 所 对 应 的 顶 之 次 数 。 

关联 矩阵 的 每 一 行 都 是 9” (G) 中 的 一 个 向 量 。 ， 

定义 5 从 单 图 G 的 关联 矩阵 中 任意 删除 一 行 后 所 得 之 纸 
备 ， 叫 做 G 的 基本 关联 矩阵 ， 记 之 为 8 (G) 。 

定理 7 连通 图 G 的 关联 矩阵 秩 为 ?一 1。 

证 “因为 关联 矩阵 的 每 一 行 器 7 (G) 中 的 向 量 ,所 以 r(B) < 
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ay-1 下 证 +(B) 之 vy-1, 反 证 之 , 着 +r(B)<v-1,， 则 8 中 任 
vy 一 1 行 线性 相关 ， 即 对 行 向 描 81,，B;,,，…，B,,.,， 存 在 不 - 
全 为 0 的 常数 ，k,，k,，…， 上 名 -1f 下 ,， 使 得 


1 
EhB,,=0, 
i 


不 妨 设 名，…， 和 -+ 中 前 详 个 皆 为 1， 后 面 的 皆 为 0 ，2<m 科 
-1 不 难看 出 ， 以 召 ， 吾 :。 …， 呈 为 行 组 成 的 办 行 e 列 - 
的 子 矩 阵 五 每 列 将 有 两 个 1 ， 或 每 列 皆 为 0 。 

我 们 把 亚 (G) 划分 成 两 个 子 集 ， 产 ， = {vi Di yoyo 
让 ,= 了 一,。 由 的 结构 知 ，(7， VV,) =, 又 VN 了 ,= 
于 是 G 不 连通 ， 与 G 为 连通 图 矛盾 。 证 毕 。 

定理 8 G 是 连通 图 ， 则 (BCc))=> 一 1。 

定理 8 的 证 明 与 定理 7 的 证 明 雷 同 。 

推论 ! G 有 个 连通 片 ， 则 

r(B(G) =r(BG)) =y—» 

推论 2 G 是 连通 图 的 充 要 条 件 是 

7r( 吾 (G)) =r(B,(G)) =v—1, 

定理 9 e1,， er …， ef :是 图 人 的 生成 择 的 边 ， 当 且 仅 - 
当 这 > -~ ! 条 边 在 下, (G) 中 对 皮 的 列 构成 的 行列 式 不 为 零 。 

证 设 定理 9 所 称 的 行列 式 对 应 的 矩阵 为 Bt， 以 吾 : 为 基本 
关联 年 阵 的 图 为 G[{e;,、e1,，…，e1,_,}]， 它 有 v 个 顶 > 一 1 
条 边 . 又 行列 式 |B,| 关 0,， 即 r(B,) =v-1， 由 本 节 推 论 2， 
GL{fei,， es， “…，。 61,_1}] 是 连通 图 。 又 它 的 边 数 是 顶 数 减 1， 


故 G[{ej，…，ej。,)] 是 树 ， 即 它 是 G 的 生成 树 ， 

反之 ， 若 ei,，…，e1,_, 是 G 的 生成 树 之 边 ，GT[{ej,，…， 
1 ,-1)] 的 基本 关联 给 阵 是 ,， 放 rr(B,) =v -1，B, 为 满 秩 方 
阵 ， 故 | 下 ,| 关 0。 证 毕 . 
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对 于 比较 小 的 图 ， 用 定理 9 可 以 给 出 生成 树 的 一 个 清单 。 
例 3 求 出 图 13,7 中 所 有 的 生成 树 。 
解 ” 取 闭 13.7 中 天 ,的 一 个 基本 关联 矩阵 如 下 ， 


110001 
mel 1101 中 
101100 
C1 Cs Ey Bi Fa Cs C1 Ca s 
il1 1 0 1 10 1 : 
0 1 1l=0, 01 |-， 0 1 
,101 100| 1 | 
C1 Cr Es el1 Pa Bs 
1 10 i1 0 90| 
0 1 414|=]1, 0 1 9|=1， 
100 1 1 和 
ee es el ees el eyes 
101 100 1 0 1 
0 1 0|=-1i=1 10 0 1/=-1=1,10 0 ol=0, 1 
1 1 0 1 1 0， 
el Es Es er 3 Es 
101| 9 | 
1 0 0|1- 
0 0 1 
Er C3 Es Es Eo Os 
101 100 
l1 1 0|=1， 1 0 全- 
0 10 0 10| 


2 Es es 


1 0 1 
上 1 of=0, 
:0 0 01 
3 Es Cs 
10 0 01: 
1 1 o|= - 
1 0 0 


6 ， 
| 3 j=20ffomR 中 夫 让 0 者 ， 知 ， 


{e162504)}, {ersesses}, {ersesse6}, {eess8,), 

{esesses}, {eess06}, {03564,0s}, {esess€o), 

{ess0s506), {e163,0s)}, (essesseo), {esses0e), 1 

{ess64,86), {ess0sse6)s {essess00), feievye)。 
导出 16 个 生成 树 。 

这 个 结果 符合 Caylay 公式 7(G) =y"-:=4-*=16。 


13.4 图 和 矩 阵 


本 节 只 讨论 连通 图 。 
定义 7 由 图 G 的 每 个 图 上 的 边 集 在 了 (G》 中 的 向 量 为 行 - 
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移 成 的 矩阵 叫做 G 的 贞 矩 阵 ， 记 之 为 C(C)， 取 定 生成 树 ， 由 每 
个 基本 图 上 的 边 集 在 2 (G) 中 的 向 量 为 行 组 成 的 矩阵 叫做 基本 一 
瞪 阵 ， 记 之 为 C; (C). 

例如 图 13.8 中 的 两 个 图 ,以 fe， ,esse,,6。,66} 导 出 生成 树 。 
则 得 


el ez Cs Es Es Es E1 ea 


afl11000900 
cj01011100 
cdGJ=ctGJ -cj 00000111)| 
cl101l11100 
“looliolt) 
ct140111011 


这 个 矩阵 中 前 三 行 是 C1(G,) = Ci(G,)。 
值得 注意 的 是 ， 这 里 C, 与 G, 并 不 同 构 ， 但 它们 却 有 相 所 
的 圈 和 矩阵 与 基本 轿 矩 阵 。 可 见 ， 赁 轩 矩 阵 或 基 园 矩 阵 不 能 确定 一 
个 图 到 同 构 的 程度 ， 这 是 C(G) 与 Cs(G》 的 缺点 ， 但 它 仍 不 失 
为 研究 图 的 性 质 ， 尤 其 是 解决 网 络 问题 的 有 力 工具 之 一 。 
因为 ~v+1 个 基本 图 是 CG) 的 一 个 基底 ， 故 有 
rtC/) =r(C(G))} =e-v+1., 
由 于 8 的 行 属于 (C)， 而 9 (G) 与 FLG) 有 正 交 性 ， 故 
B.Cr=C.BT=0 (0 阵 ) 。 
车 把 边 的 号 码 调整 成 余 树 的 边关 1 号 到 a -+1 号 ， 且 把 含 第 z 
边 的 基 圈 记 成 C,， 则 图 忆 的 基本 力矩 阵 为 
CG) = LE: Cy,], - 
其 中 了 是 一 y+1 阶 单位 矩阵 ，Cy,, 的 列 对 应 着 生成 树 的 边 。 
定理 10 若 G 是 连通 上 辆 ， 关 于 生成 树 了 ， 
Cr=[T i Co Br=[B,,: Bas), 
其 中 Cy,, 与 8,, 的 列 对 应 千本 的 边 ， 则 
Cs=[T: BE(BS)-']. 
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证 由 多 (G@) 与 9 (G) 中 向 量 的 正 交 性 得 


[BE 
0=C BT : C1) » |= BE+ CBE, 
“Br 
所 以 有 
Bi=C/.BE,. 
如， 的 75 轩 宙 生 记 模 了 的 由 定理 9，|B81 尖 0， 于 是 
BE) ~! 存在 ， 故 得 
Cr,*= BI(BE)™’, 
Ci(G) = [1 : BICBE)™*], 


证 毕 . 

定理 10 给 出 由 基本 关联 矩阵 求 基 本 国 撼 阵 力 至 多 (G) 中 一 
切 向 量 的 一 种 计算 方法 。 这 种 现象 是 可 以 理解 的 ， 因 为 由 基本 关 
联 和 矩阵 Bi (G) 可 以 求 得 关联 阵 了 (G)， 就 能 把 相应 的 图 画 出 
来 。 可 见 ， 已 知 基本 关联 矩阵， 就 是 已 知 一 个 贺 ， 自 然 可 以 求 得 
这 个 图 的 基本 图 矩阵 。 


13.5 害 集 给 阵 


本 节 只 谈 连 适 图 ， 

定义 8 2 (G) 中 的 全 体制 集 向 量 为 行 构成 的 矩阵 为 连通 
图 G 的 图 集 和 矩阵， 记 成 S(G)， 全体 基本 制 扩 向 量 为 行 组 成 的 矩 
仁 为 基本 午 集 矩阵 ， 记 成 5 (G) 、 

例如 图 13.7，e = 6，> = 4 则 基本 割 集 有 三 个 . 对 于 {esy 
eu，ee} 导 出 的 生成 树 ， 基 本 割 集 为 

Si={esesses)s Ss={erresseeo)}, So= (elieayei]。 


基本 朝 集 矩阵 为 
101100 
se 1000 中 
011010 
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割 集 除 S,，3:，S, 外 ， 还 有 ， 
S,={eess06), Ss= {fesieyyetyesjy 
Se= {eressessee), Sr= {e16350,0s)}, 


割 集 矩阵 为 


101100 
110001 
011010 
SCO=0001111. 
011101 
10 10 11 
11010 1 


对 于 割 集 扼 阵 与 基本 割 集 和 矩阵 ， 显 然 有 
r(S(G))=r(0Sr0GC)) =v— 1, 
COS (GN) T= SG (CG)) = 0, 
Ci(G). (SG))7= S510) .CTG))7=0。 
定理 11 设 G 是 连通 图 ， 关 于 生成 树 了 ， 基 本国 连 阵 次 
C=[T: C1,], 
基本 制 集 矩 阵 为 
Si=LS : 1, 
其 中 C1,, 的 列 对 皮 人 了 的 边 ，5,,, 的 列 对 应 余 树 边 ， 则 
Sr,= CT 


I 
证 0=S/(CD)r=[S 可 


fi 


| =S1tCFy 


我 们 在 已, 中 计算 ， 故 有 - 
SC 
证 毕 . ， 
定理 11 告 知 ， 可 以 由 基本 围 矩 阵 求 得 基本 割 集 和 矩阵， 从 而 可 
以 由 基本 关联 矩阵 求 得 基本 割 集 矩 隆 。 
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13.6 邻接 矩阵 和 道路 矩阵 


本 节 的 计算 在 实数 域 中 进行 。 
定义 9 称 矩 阵 .4= (a;1) ,x, 是 标志 图 G 的 邻接 矩阵 ， 


其 中 
1, viviéB(G), 
Qs ={ 


~ lo, veE(O). 

例如 天 ,的 邻接 矩阵 是 〈1),x, -了 其 中 (ID) ,vv 是 狂 个 元 
素 皆 为 1 的 y 阶 方 阵 ， 了 是 阶 单位 降 ! 一 般 地 ，G 的 邻接 隆 
-4(G) 是 主 对 角 线 上 莫 为 0 的 对 称 0-1 方 阵 。 每 一 行 的 和 是 该 行 
对 应 的 顶 之 次 数 。 

和 关联 算 阵 一 样 ，4(G) 中 含有 图 G 的 一 切 性 质 ， 我 们 可 以 
很 据 4(G) 把 图 G 画 出 ， 所 以 ， 原 则 上 ， 答 研究 锰 G， 只 需 研 
究 其 邻接 矩 隆 4(G)。 

定理 12 设 4(G) 是 G 的 锦 接 给 陆 ，G 中 从 到 vi 长 为 
的 道路 的 菜 煞 为 4: 中 i ， j 号 元 素 ， . 

证 对 名 进行 归纳 证 明 . =1 时 ，A* =.A4， 由 4 之 定义 , 定 
理 12 的 结论 为 真 。 扔 设 k<n 时 ， 定 理 12 已 真 , 要 证 =n+1 了 时 
定理 12 仍 真 . 

令 ai1 是 4 的 i，j 号 元 素 ， 4 四 是 4" 的 i，j 号 元 素 ， 
则 4"+! 的 i。，j 号 元 素 为 


ey = oho + oh + + oer 


而 从 zw 到 vi 长 4+1 的 道路 无 非 是 从 vi 经 n 步 到 某 顶 0;,， 1 所 
&<"， 再 由 z% 走 一 步 到 wy 。 由 归纳 法 假设 ， 从 u: 到 ww 长 ”的 
道路 共计 a 如 条， 由 vi 到 vj 长 1 的 道路 ciy 条 ， 所 以 长 x+1 的 
道路 poszy 共有 oo41 条 、 令 =1,2,…,v， 于 是 长 4+1 的 


从 zi 中 经 bb( 共 ?个 中 转 项 到达 ui 的 道路 共计 守 o 内 a11， 


Kl 
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这 正 是 4 中 第 这 了 号 元 素 . 证 毕 。 
注意 ， 定 理 12 中 的 道路 未 必 是 轨道 。 


例 4 4-(5 2 求 心 =? REN， 


解 考虑 矿 = {o，z3?} 的 连通 图 玉 ,， 则 4 恰 为 外: 的 邻接 
矩阵 ， 当 大 为 奇数 时 ， 从 u 到 v 的 长 上 的 道路 及 从 v, 到 vw 的 
长 上 的 道路 不 存在 ， 耐 从 v, 到 vs 的 长 用 的 道路 愉 有 I 条 ， 故 由 
定理 12， 


要 :=A (为 奇数 ) 。 

当 太 为 偶数 时 ， 从 ui 到 v 的 长 有 的 道路 不 存在 ， 从 ui 到 
zi， 从 os 到 us 长 大 的 道路 恰 一 条 ， 故 由 定理 12 得 

4.= 了 《上 为 偶数 ) 
其 中 了 是 2 阶 单 位 阵 。 

例 5 我 方 两 名 军事 人 员 与 敌 方 两 名 军事 人 员 同 到 某 现 场 视 
察 ， 途 中 要 经 过 一 条 河 ， 现 只 有 一 只 小 船 ， 每 次 最 多 能 乘 二 人 ， 
为 安全 起 见 ， 政 我 双方 同时 在 场 时 ， 我 方 人 员 不 能 少 于 政 方 人 
员 ， 船 过 一 次 河 要 10 分 钟 ， 
问 最 短 几 分 钾 能 使 双方 人 员 
都 渡 过 河 去 ? 

解 用 (m,n,，1) 表 
示 左 岸 有 我 mW 人 ， 天 人; 
(Cm，m， >》 表示 右岸 有 我 
雪人 。 敌 路 人 。 从 左岸 到 右 
岸 去 ， 全 部 可 能 的 状态 为 
v= (2,2,), vs = (2, 1, 
D, v3= (1,1,D), v,= (2 
0, DD), v= (0,2, 0) vu, 
= (0,1,1); vs = (2,2,7), 


ve= (2,1,7) ,v0, = (1,1,7), 


Wd 


Va 2,0,7), vir= (0,257), v12= (0 Tsr)。 
渡河 可 视 为 状态 转移 。 我们 以 了 = {v1,0s,…s5012} 为 顶 集 
合 ， 可 以 互相 转移 的 两 种 状态 之 间 连 一 条 边 ， 得 到 一 个 二 分 图 
《图 13,9) ,图 13.9 的 邻 楼 矩阵 为 


[ 0 |] 
4(G) = ， 
[4 0 lors 


其 中 
-001 1 1 1- 
011010.: 
110000， 
|100000r 
[0 
1T100000- 
显然 有 了 
[二 ]，# 为 但 数 ， 
04 


0 BY 
[ 0 ]。 为 奇数， 
用 a1i 记 4 中 元 案 ,， oP 记 4! 中 i,j 号 元 素 ， 我 们 的 目标 是 家 
使 a! <*0 的 最 小 自然 数 &。 经 计算 ,ol = =0,ct =4， 
即 小 船 至 少 五 次 过 河 才能 把 4 人 全 运 到 右岸 ， 共 需 50 分 钟 ， 

由 613 = 4， 说 明 有 四 种 不 同 的 过 河 方案 。 

下 面 用 邻接 矩阵 及 1+1= 1 的 进 得 运算 引入 道 咯 矩阵 的 概念 。 

定义 10 图 G 的 通路 给 阵 是 指 


P(G) = VA40(G) ， 


kl 


其 中 V 是 逻辑 和 ， 了 《是 4 的 逻辑 次 方 ， 运 算 中 加 法 按 1+ 1 
t=1 
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=1 进行，4(C) 是 @ 的 邻接 矩阵 ， 

如 果 只 是 定性 地 关心 项 与 ui 之 间 有 无 道路 ， 而 对 vi 与 
21 之 间 道 路 的 数目 及 长 度 不 感 兴趣 时 ， 道 路 矩阵 P(G) 可 以 回 
答 我 们 所 关心 的 问题 , PLCG》 中 i,j 号 元 素 为 1 ， 当 且 仅 当 u 与 
v1 之 间 有 道路 .G 是 连通 图 的 充 要 条 件 是 PLG) 中 的 元 素 缘 为 1。 


13.7 开关 网 络 


开关 网 络 是 计算 机 设计 与 通讯 系统 等 方面 的 重要 课题 。 我 们 
只 讨论 简单 接触 网 络 。 

一 个 开关 电路 可 以 抽象 成 一 个 无 向 加 权 图 ， 例 如 图 13 .10 是 
实际 的 开关 电路 ， 图 13,11 是 相应 的 无 向 加 权 图 。 其 中 权 


| ， 开关 x, 接 通 ， 
= i=1,2,°",5, 


0， 开关 x 断 江 。 


图 13,10 
定义 11 开关 网 络 是 一 个 无 向 加 权 图 GG， 边 的 权 为 w(e.) 
=xi erEE(G)，i= 1,2 ye， xiEf0,1}， 抬 开关 网 络 记 成 
入 (G,xs)， 若 opc7(G)，a;5 之 间 共 有 ”条 不 同 的 轨 己 各， 
=1,2,…,n， 今 
f= ny, ， 
其 中 万 4 是 轨 尸 4 的 边 权 之 积 ， 这 里 的 加 法 按 1+ 1= 1 执行 ， 
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则 称 f,。 为 关于 “ 与 5 的 开关 函数 , 当 N (G， 5) 中 各 边 记 权 x, 忆 
独立 变量 时 。 NG x+) 叫做 简单 接触 网 络 . 


Ea 


图 13.11 图 .13.12 . 
例如 图 13,11 中 的 网 络 就 是 简单 开关 网 络 ， 它 的 开关 函数 
fis XX +t XXXs + XXs + axa, 
而 图 13.12 中 的 网 络 不 是 简单 接触 网 络 ， 它 的 开关 函数 为 


了 


EX 十 天 1 十 %aXs 二 3 (Xi 十 苍 十 X2) 到 Xs 
了 .= Xs 表明 只 要 把 x, 这 个 开关 接 通 ，6 与 5 则 接 通 ， 只 要 把 
2 这 个 开关 断 开 ，& 与 5 则 断 开 ， 电 路 中 Xx, 与 x, 的 开关 是 无 
效 的 ， 可 以 拆除 ， 以 免 浪 费 。 
下 面 〈 图 13.13) 是 一 个 常用 的 非 简单 开关 网 络 。 它 的 开关 


函数 为 了 = 
函数 表 为 
名 x Ni Xs | fes 
0 0|0 
a 6 0 1 | 1 
> 4 1 0 | 1 
1 1 ;0 
图 11,13 ‘ 1 
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由 此 表 可 以 看 出 ， 只 变化 x: 与 x, 其 中 之 一 ， 则 会 引起 f,, 的 变 
化 ， 由 此 可 以 设计 出 一 个 电灯 开关 电路 ， 楼 上 楼 下 各 设 一 开关 ， 
使 得 楼 上 与 楼 下 都 可 以 随意 开关 辣 一 邦 电 灯 ， 见 图 13.14。 


图 13.14 


我 们 只 关心 6 与 5 是否 楼 通 ， 所 以 采用 逻辑 运算 。 


a 1 >3h=k，3P4? 边 权 几 1 PS 
f= ny =| _ 通 

kl 0 < 寺 > a 与 6 断 开 。 
fs 的 值 叫 做 c,5 间 的 传输 .f ,的 表达 式 表现 了 a 与 8 接 通 的 所 
有 方式 。 我 们 的 中 心 问 题 是 ， 设 计 满 足 给 定 开关 函数 f。 的 简单 
开关 网 络 。 但 是 ， 如 果 只 要 求 满足 开关 函数 ， 开 关 网 络 的 设计 是 
不 成 问题 的 ， 例 如 已 知 开关 函数 为 

fas = AN, XINs + Ras + XX Xs 

可 以 取 相 应 的 开关 电路 如 图 13.15 所 示 ， 其 实 图 13,11 亦 满足 这 
个 开关 函数 ,而 县 用 的 开关 比 图 18 .15 中 的 少 ， 事实 上 , 图 13.15 
不 是 简单 开关 络 网 ， 有 些 边 上 的 权 是 相同 的 ， 而 非 独 立 的 ， 在 节 
省 开关 个 数 的 意义 下 ， 简 单 开关 网 络 是 最 优 的 。 

为 解决 简单 开关 网 络 的 设计 ， 我 们 首先 建立 两 个 引 理 。 
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引 理 1 设 G= LLP4i，P 人 是 以 6，5 为 起 驼 点 的 鸭 ， 
ee = obEE(G)， 对 G 中 不 含 ,的 闭 C ,存在 两 条 轨 P, 与 P，， 
合生 E(C) =E(P,) OE(P:,). 


图 13.15 


证 (1) 车 sa， 5 在 C 上 ， 则 引 理 1 自然 成 立 这 时 取 图 
被 a4，56 分 隔 的 两 个 红 分 别 为 Po 与 Po 。 

(2) 4 与 6 只 一 个 项 在 C 上 ， 不 妨 设 a 在 C 上 . 设 PC， 
#》 是 G 上 一 条 轨 ,， .4 在 C 上 ， 但 4#a， 这 种 轨 ， 册 于 G 的 构 
造 特 点 ， 一 定 存在 ， 不 妨 设 已 (6,w) 是 这 种 轨 中 的 最 短 者 (图 
13.16) 。 
0 与 # 把 C 分 成 两 条 轨 
P' (a, w) 与 P*(a,w)， 取 
Pas,= PB, UY P’ (a,u), 
Ps=P(b,u) UV P* (0,u), 
风 


E(C)=E(P,,) 
BE(P%,). 


图 13.16 


(3) 与 5 尼 不 在 C 上 . 罗 G= PP ， 所 以 对 于 C 


上 的 边 。， 存 在 一 条 轨 了 Ps ，1< <m 使 得 在 P4 上 , 令 
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忆 生 与 C 的 第 一 个 公共 顶 为 ， 最 末 一 个 公共 顶 为 w， 卫 从 上 
从 a 到 v 的 一 段 记 成 4 ，P44 上 从 ww 到 如 的 一 段 记 成 P54， 
CC 被 2， 划分 成 两 条 轨 分 别 为 .与 PY。( 图 13.17) 。 令 
POP UP,.UPsD, 
POP 和 UPUP 和 
于 E(C) =BE(P) BEPL,) 
证 毕 . 


图 13.17 
引 理 2 是 连 道 图 ， 且 
C= [了 :党 
是 由 @z(G)》 的 向 量 为 行 物 威 的 。-»+1 行 ，* 列 的 答 隆 ， 则 存在 - 
全 的 一 个 生成 树 ， 相 应 的 基本 力矩 阵 满足 
C=C,(G), 
县 5 中 的 单位 阵 7 的 列 对 应 的 边 是 余 树 边 。 
证 因 e, 只 含 在 5 的 第 一 行 所 对 应 的 无 公共 边 的 图 之 并 中 ， 
故 G-e 仍 连通 ， 同 理 
G- {eee rr} = 


也 是 连通 图 . 但 
1E(G |=e-(e-v+1)=y-1, 


故 G, 是 G 的 生成 树 ，el,e:，…es-v"++ 是 余 树 边 。 下 证 
C=Cr(C)， 
事实 上 ， 忆 显然 是 留 (G) 的 一 个 基底 ， 对 于 生成 树 G,， 构 
作 基 本 围 矩 阵 ，Cv (G)， 得 


237 


CG)=[L :1, 
Ci(G) 的 行 可 由 GC 的 行 线性 表 出 ， 由 C 的 构造 特点 , 必 有 Ci《G) 
的 各 行 与 5 的 对 应 行 相 等 ， 即 Cy = 5, 证 毕 。 

下 面 应 用 上 述 引 理 1 与 引 理 2。 举例 说 明 如 何 由 已 知 的 开关 
函数 绘制 相应 的 简单 开关 网 络 。 
例 6 已 和 fos XN Xe XXs Xe Xs 

TEX, 二 党 3 区 We FX XXX Ne T XsXsX 
试 给 出 相应 的 简单 开关 网 络 图 ， 
解 ”此 网 络 中 共 8 条 边 。 
(1) 写 出 fs 中 各 项 对 应 的 向 量 为 行 组 成 的 矩阵 ， 因 为 每 
一 项 代表 从 4 到 的 一 条 轨 ， 我 们 称 下 面 的 埠 阵 为 开关 和 函数 。 
相应 的 轨 和 矩阵 ， 


XY Ke Ky 和 Xs Xe Xi Xs 
“i111010 


Oooo 
oo0o 


1 

1 0- 
C2) 令 x。= ob， 写 出 G+x 中 含 x 的 图 的 答 阵 

Cu XK) Xa Ky Ke Xs Xs Xr Ke Xo 

-1 1 1 0 


人 
| 
ooooprr 


~ 
o 
Pe 
局 


orpoor 
roPooorpr 
cnmnmoerm 
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《3) 通过 C, 的 行 与 列 的 初等 变换 求 出 (在 下, 中 CC 
+%。)。 经 行 的 初等 变换 及 调换 列 的 次 序 ， 得 


XE Xe Xe Re Ks Ky Xs Xr Xo 


[1:90011111 
010010001 
Jooioriiol 
0 00100111 
1000000000 
1000000000 
00000-00002 


我 们 按 z ,xyxryxuyxsyxsyxsyxyyxe 把 局 +xo 的 边 排序 ， 
出 引 理 1，G+x。 的 基本 图 向 量 可 由 人 ,的 行 线性 表 出 ; 而 C, 是 
由 C， 的 行 初等 变换 而 得 ， 政 C, 的 每 一 行 可 由 ©, 的 前 四 行 线性 
表 出 ， 进 而 知 用 5， 的 前 四 行 可 以 线性 表 出 G + x。 的 每 一 基 转向 
量 ， 又 ,的 前 外行 线 性 无 关 ， 可 见 有 的 前 四 行 是 贸 (G+xo) 
的 基底 阵 ， 故 知 G+x。 有 9 条 边 ，4=e -vv+1=9-v+1， 可 知 
y=6。 出 引 理 2， 存 在 一 个 G+x。 的 生成 树 T， 使 得 关于 了 的 
基本 圈 算 阵 Cj (GT+x。) 就 是 乙 ， 中 前 四 行 组 成 的 逢 隆 ， 且 %ay 
Xx, 3XasXs 是 G+Xo 余 树 边 。 
(4) 由 Ci(G+%,) 冰晶 SiG +40). ). "用 定理 二 得 
XL Ke Ka Ke Ka Hs Xs Xr Ko 
riiio0 
1 
Sy(G+ x = 1 


0 
6 
-0 
;1 o | 
\i 100001 
《5) 由 Sy(G+x) 求 出 B(G+x)。 因 为 BrG+x》 
的 行 可 由 S,(G+ x。》 的 行 线性 表 出 ， 我 们 对 Sy(G+x,》 进行 
的 初等 变换 ， 得 到 了 每 列 最 多 两 个 1 的 矩阵 ， 即 得 到 了 图 G+ x。 
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0 

0 
-人 

0 


FF 


¢ 
0 
0 
1 
0 


~oos 


1 
1 
0 
1 


的 基 本 关联 矩阵 Bj (G+x,)。 


XL 


r000110001 
(1otltootlooao 
BG+tx)=I001000110 
100100010 
oroooololij 


《6) 把 B,(G+x。) 的 各 列 相 加 (在 已 , 中 ) 得 B(G+xo): 
XY Xs Xe Xe Xa XY) Xs XI Xo 

2F 0 0110 

wn 


BG+x) = "7 


0 
1 0 
0 1 
?| 1 1 
0 
0 


Door- 
PoOoroo 
"ooor 


0 
0 工 
0 1 
0 0 
1 0 
1 0 1000 

网 络 图 如 图 13.18。 

在 图 13.18 中 ， 删 去 x。 这 


一 边 即 得 简单 开关 网 络 ， 它 
满足 开关 函数 了, 。 


在 对 图 进行 构造 性 的 综 

合 研究 的 同时 ， 引 入 向 量 表 

示 与 空间 化 矩阵 化 的 定量 研 

究 ， 是 图 论 学 科 的 一 个 进 

让 步 在 计算 机 上 处 理 图 论 问 

十， 强烈 地 刺激 着 图 论 在 这 

一 -方向 上 的 发 展 。 为 此 ， 首 先 在 0-1 二 元 域 上 定义 了 两 个 线性 空 
间 ， 图 空间 儿 (G) 和 断 集 空间 2 (G) 。 

对 于 选 定 的 生成 料 T， 基 本 图 向 量 构 成 的 矩阵 C,(G) 是 空 
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0 
0 
1 
0 
0 
关 


(7) 根据 8(G +x,》 绘 制 开 


闻 作 (G) 的 一 个 基 展 矩阵 ， 所 以 有 了 生成 树 人 ， 原 则 上 ， 就 等 
于 把 几 空 间 的 情况 搞 清 楚 了 ， 基 本 荐 集 向 量 构成 的 矩阵 S,(G) 
是 (G) 空间 的 一 个 基底 矩阵 ,所 以 ,有 了 生成 树 T, 原则 上 ,就 
等 于 把 断 集 空间 的 情况 搞 清楚 了 。 而 生成 树 的 不 同 选 择 ,C, (G》 
与 S1(G) 往往 会 相应 地 变动 ,生成 树 好 似 是 空 间 儿 (G) 与 S1(G》 
的 标 架 。 

在 应 用 中 ，Cyv(G) 与 S,(G) 起 很 重要 的 作用 , 例如 在 开 
类 网 络 的 设计 中 ，C; 与 S$; 起 了 关键 作用 。 

在 无 庙 贺 的 抢 阵 中 ， 关 联 矩 阵 6(C)》 对 图 作 了 完整 刻 划 ， 
它 与 图 是 一 一 对 应 的 ， 可 以 互相 确定 ,而 且 基本 关联 矩阵 有 (G? 
又 是 Se (G) 的 一 个 基底 和 抵 阵 。 互 !(G) 中 含有 图 GG 的 一 切 信息 ， 
由 Bi;(G》 可 以 把 B8(G)，S1:(G)，Cy(G》 确定 出 来 便 是 可 以 理 
解 的 了 。 

从 另 一 个 角度 完整 刻 划 图 的 矩阵 是 邻接 矩阵 4(G) ， 它 与 图 
保持 有 一 一 对 应 关系 ， 可 以 互相 确定 。4(G) 中 也 含有 图 G 的 一 
切 信息 ， 例 如 可 以 构 作 道 路 矩阵 ， 从 而 判别 G 是 否 连 通 ， 任 意 两 
顶 间 有 多 长 的 道路 ， 有 几 条 ， 等 等 。 

本 章 学 后 应 知 应 会 的 问题 有 ， 

《1) 空间 2 (G)，F(G)，sy (G) 的 定义 、 基 底 和 维 数 
及 前 量 个 数 。 

(2) 关联 阵 B(G) 与 基本 关联 阵 B;《(G》 的 定义 及 秩 ， 

《3) BCG) 和 8,(G) 与 图 的 连通 性 的 关系 及 生成 树 的 确 


定 。 

《4) 图 矩阵 CCG)， 基 图 阵 Ci(G)， 割 集 和 矩阵 SCG)， 基 
宁 割 集 和 矩阵 S, (G》 的 定义 ， 秩 以 及 Bj(G)，Cjy(G)，S/(G) 
之 闻 的 关系 。 

〈5》 邻接 矩阵 4(G) 与 道路 矩阵 PCG》 的 定义 ，A*(G) 
的 图 论 含义 。 

《6》 简单 开关 网 络 与 开关 函数 f.。 的 定义 ， 如 何 由 f,, 求 
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丰 应 的 简单 开关 网 络 ? 


习 题 


1。 求 图 ;13.19 中 图 G 的 图 空间 多 (G) 的 全 体 向 量 ， 并 求 出 
洲 (G) 的 一 个 基底 ， 给 出 相应 的 图 永 。 


国 13.19 
2。 求 图 13.19 中 图 G 的 断 集 空间 .2 (G) 中 的 全 体 向 量 ， 
并 求 册 乡 (G) 的 一 个 基 启 ， 给 出 相应 的 图 示 。 


3。GC 为 Euier 图 的 充 要 条 件 是 对 任何 Se 2 (G)，S 中 非 


0 分 量 有 偶数 个 。 

4 邻接 阵 4(G) 的 每 列 之 和 与 关联 矩阵 的 每 行 之 和 有 什么 
论 含义 ? 

5。 人 是 二 分 图 ， 证 明 G 的 项 可 以 适当 编号 , 使 得 4(G) 呈 
如 下 形状 


0 4,, 


Le-| ， 
4，0 1 


其 中 die 4。y 
6. 已 知 


A= 


0 
1 
0 


求 A4'"" 中 的 2,2 号 元 素 。 
7. 求 KK。 中 任 一 顶 到 自己 的 长 3 的 道路 数目 ， 且 在 图 上 标 
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8， 已 知 图 G 的 邻接 矩阵 为 


习 0 
不 将 画图 ， 论 证 GG 是否 连 通 。 


9。 已 知 图 G 的 基本 加 矩阵 为 


111 
CG =It 0 
00 


101 


0 0 
1 0 
1 
0 0 


求 G 的 一 个 基本 割 集 矩阵 S1(G) 。 
10。 已 知 图 G 的 基本 关联 阵 为 


求 C1(G) 与 Sy(G)。 


ooo 


11， 饭 知 连 通 疼 G 的 基本 轿 阵 为 


abrec 

100 

“0 1 0 

0 0 1 

不 许 画 图 ， 回 答 是 否 ， 


d 


fg 
100 
:1 | 
0141 


oor- 


C1) {86，c，。， 玫 } 导 出 生成 树 . 
C2) {a，c，<。， 下 ) 导 出 生成 树 。 
(3) {4，6b，ce，9} 是 割 集 。 
《4) {8，7，2 是 割 集 。 
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(5){d，e，7，3} 是 割 集 。 

《6) {ae，5b，c，d，39} 导 出 一 个 坟 ， 
《7) {a，2，d，e，0，7} 导 出 一 个 罚 。 
12.。 画 出 图 13.20 中 的 每 棵 生成 树 


图 13.20 
13。 已 知 开关 数 f。， 画 出 相应 的 简单 开关 网 络 ， 
《上 上》 于 = xx 十 XiXaXs +t XX Ne + Rs 


《2 》 了 = XXXaXs t+ XX Xe FEN Xe 二 33 和 3 


+ RCL XXX Xs + XXXS KeE4 + CaXs 和 7 和 
+ XN XX Xs, 

14。A(G)》 是 图 G 的 邻接 矩阵 ， 

《1》 A? 主 对 角 线 之 和 为 100, 求 I[E(G)| =? 

(2) 4? 主 对 角 线 之 和 为 8600， 求 G 中 三 角形 个 数 。 
15。 已 知 # 阶 矩阵 4 的 左下 角 及 主 对 角 线 右 邻 
0100.. 0、 
0010.…0 | 


0000.…1 
1000…0 
的 元 素 为 1 ， 其 余 元 素 皆 为 0，& 为 自然 数 ， 试 用 图 论 方法 求 : 
《1》4* 主 对 角 线 元 素 之 和 。 
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《2 》A? 主 对 角 线 元 素 之 和 。 

46。 天。 中 存在 6 个 图 CC:C,CCs,C， 使 得 
E(Ks)=E(G BEC) DE(CYI DEC) BEC BEC,). 

17。V, 是 图 G 的 独立 集 ， 求 邻接 矩阵 4(G[F,]) 和 道路 矩 
阵 P(GLV,J) 。 

18。 图 G 的 每 个 基本 辆 向 量 中 ， 非 零 分 量 的 个 数 皆 为 偶数 ， 


求 完 411-* 主 对 角 线 之 和 ， 其 中 4 是 G 的 邻接 拭 阵 。 


t=i 
19。T ,7, 是 图 G 的 两 个 生成 树 ，、 相 颇 的 基 轿 阵 分 别 为 
CA 与 C4” 求证 CJ” 可 以 由 CJ 通过 初等 行 变换 而 得 。 
20。 4 = (at ,xv 是 图 G 的 邻接 矩阵、 
《1)》 对 任 一 自然 数 k，A*'-' 主 对 角 线 元 素 之 和 为 符 ， 
12(G)1 六 0， 求 六 (G)。 
《2 ) 对 任 一 自然 数 居 ，4? 主 对 角 线 元 素 之 和 为 零 、 
1E(G)1 关 0， 求 X(G) ， 
21。G 的 基本 关联 矩阵 为 
101 


"oo 


0 
1 
1 
Dv 


or 
oo 
PE 


不 许 画 图 ， 回 答 ， 
《1) G 是 否 连 通 图 ? 为 什么 ? 
(2) G 是 否 Euler 图 ? 为 什么 ? 
《3 》 G 是 否 可 以 “一 笔画 ”? 为 什么 ? 
(4 》G 是 否 平 面 图 ? 为 什么 ? 
(5) 名 (G》 是 几 维 线性 空间 ? 
C6》G 中 共有 几 个 图 ? 为 什么 ? 
《7) G 是 否 Hamilton 图 ? 为 什么 ? 
(8) 7(G)=? 
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14 有 向 图 中 的 矩阵 
14.1 邻接 和 矩 隆 与 道路 抵 阵 


本 章 讨论 无 环 与 平行 边 的 有 向 图 
定义 1 G 是 标志 的 有 向 上 图 ， 称 乱 阵 4(G) = (oi) vs 为 人 


的 孝 接 矩阵 ， 其 中 
1, voEE(G), 
0, viviEE(G), 
例如 图 14.1 中 | G 的 邻接 矩阵 为 


Vy Vs Vy 


中 11 


4(G)=o|lo 0 11. 
图 14.1 oo op 
定理 1 有 向 肯 G 中 长 上 的 有 向 道路 矿 (oi ,zy) 的 条 数 等 于 


44(G) 中 交 7 号 元 素 . 


证 明 与 第 13 章 定理 12 相 同 ， 有 岗 道 路 未 必 是 有 疝 轨 。 

例 1 图 14.2 是 7 个 城市 间 的 道路 网 络 ， 问 由 v4 到 w 有 
无 道路 相 道 ? 若 有 ， 至 少 多 长 ? 《两 城 之 闻 的 边 长 为 人 。》 

解 图 14.2 中 有 向 贺 的 邻 搂 和 矩阵 为 


D1 Us Da De Vs Vs Ur 


m0100100, 
v0 000000| 
v0 i100011 
AG=ol1l O01 010 1. 
wit 001010 
vl0010000 
vlo000010, 
了 大 4(G) 中 知 11=0， 即 从 vs 到 uw 无 长 1 的 道路 ， 从 w 到 vr 


去 要 “ 绕 行 ”。 


上 


3 


A(G)= 


ESS-rreosor 
ornrroo 


由 PoOowrPor 


4 中 的 1,7 号 元 素 为 无 长 2 的 道路 。 


ownrhoeoeroecornrrnhecoe= 
cronrrongrovoroo 
ocoNM-ooco 玉 oooroor 


Pamposo 
omcrpror 
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4"(G) 中 的 1，? 号 元 素 为 1， 说 明 从 z 测 ok 只 有 1 条 长 3 的 
道 略 ， 这 是 一 条 从 v， 汉 w， 的 最 短路 ， 它 是 mospsay。 
定义 2 设 4(C)? 是 有 向 图 G 的 邻接 矩阵 ， 则 称 和 矩阵 


PIC) = V4e (G) 
1 


为 有 向 图 G 的 道路 知 隆 ， 其 中 \/ 是 滨 辑 和 ，A'* 是 A(G) 的 训 
R=1 


辑 & 次 方 。 

显然 ， 有 疝 图 G 是 强 连 通 图 的 充 要 条 件 是 通路 矩阵 P(G) 中 
的 元 索 皆 为 1 。 

定理 2 若 忆 (G) 是 有 向 图 G 的 道路 矩阵 ， 令 


的 
1 pAG)OP'G) = [Pbrs pls pavpoel, 
Poibiv Pospav pe 


其 中 by 是 PCG) 的 元 素 ; 设 P(G)OP CG) 中 第 1 行 的 非 零 元 


带 为 
Pinpiwioptsidist ssprrapirss 


则 GL{v4 01,,01,，"… ,v14}] 是 G 的 慑 大 强 连通 子 图 、 
只 证 因为 忆 ipfisospsrs 
prist 皆 非 零 ， 故 pis)=piit 
", 2 于 是 v1 与 
vj, 在 一 个 有 向 回 路 上 ， 从 而 
v1 与 07140145…5514 在 一 个 有 
向 回路 矿 , 上 ;， 另 一 方面 , 六 


we ™ viEV OW) ij 则 pi pi 
=1, 从 而 vtor, [=1, 2 
四 如 ， 获 {oUtfv1s11=1, 2， 

图 14.3 
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=VWV), 所 以 G=G[fonprs 


子 图 。 


ys ?14} 是 强 连 通 


下 证 G, 之 极 大 性 。Y2,EV (G)，v。.EV (WV,)。 车 GL[L{vs}U 


VW ,)] 仍 是 强 连通 子 


Prapoar=1, WB voE{v, 


示 ， 问 哪些 孩子 经 常 在 一 起 玩 
解 图 14,3 中 的 有 商 图 G 之 邻接 矩阵 为 


， 则 vs 与 2 在 一 个 有 向 回路 上 ， 于 是 
1= 1 2,…， 有 外， 与 usEP( 孜 。) 浮 慎 。 故 
G, 是 极 大 强 连通 于 图 。 证 毕 。 

例 2 一 群 孩子 ， 有些 比较 要 好 ， 有 些 则 不 大 要 好 ， 而且、 
蛙 对 乙 有 好 感 ， 乙 未 必 对 甲 有 好 感 ， 以 孩子 为 顶 ， 孩 子 2， 对 孩 
子 w 有 好 感 时 ， 在 "， 与 v1 之 间 连 一 有 向 边 niz,， 如 图 14.3 所 


Vr Vs Us VU Us Vs 


Da 


1 
4(G) =° 10 
v0 
vs0 
vel 


了 


s 


ooooo 


由 P(G) = V4%(G) 得 


Fol 


Vv, Vs 


vl 
val 
POPr="1 
v0 
vO 
v0 


口 局 口 Fn 


oooor 


0110 


串口 hk 


~ 


由 定理 2 知 ，{v1,0。,0。}, 人 v3} fv。,vs} 导 出 三 个 极 大 强 连通 子 
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图 ， 可 见 v1,v:，0 这 三 个 孩子 经 营 在 一 起 玩 ! yw 与 ?这 两 个 
孩子 经 常 在 一 起 玩 ， 而 v 这 个 孩子 经 常 一 个 人 玩 ， 

注意 ， 定 理 2 中 说 G[{v;,01,,…vi4}] 是 极 大 强 连 通 子 图 ， 
但 G[{visv rs 0751]=GE{o ,010}], BD vrE{v 0 
014}。 事 实 上 ， 当 GL[{04,01,…,014}] 为 强 连通 子 图 时 ， 
pit=1, 于 是 piipi;=1， 故 在 POP? 的 第 1 行 然 非 零 元 素 中 有 
一 个 piinpimr 即 为 pirbir， 即 pin= Di 1<m<<。 


14.2 关联 矩阵 和 生成 树 的 数目 


定义 3 有 向 图 G 的 关联 蝶 阵 是 这 样 一 个 矩阵 B(G)7 
= (ci)vxsy 其 中 
1，Di 是 el 之 尾 ; 
| 


-1 v1 是 ei 之 头 
0 ，e; 的 头 时 内 非 2.。 
例如 图 14。1 中 图 的 关联 邱 阵 为 


el el es 


ul1i 1 0 
BO oi 
vsl 0 -1 -1 


与 无 向 图 类 似 地 ， 把 8(G) 中 的 任 一 行 删除 ， 得 到 的 子 和 矩阵 
记 成 B1(G)，、 称 为 有 向 图 G 的 基本 关联 矩阵 ， 且 有 结论 : 

(1) G 是 马 连 通 有 向 阅 , 则 r+(BCG))=r(Bi(G))=Y 一 1。 

《2) 有 向 图 之 底 图 有 o 个 连通 片 ， 则 

r(B(G) =r(B,(G)) = — w. 

与 无 向 图 相 区 别 的 是 这 里 的 计算 在 实数 域 中 进行 。 

定 记 3 有 向 阅 C 的 关联 矩阵 B(C) 的 任意 子 行列 式 取 值 范 
国 是 (0，1，~1}。 

证 设 3, 是 B(G) 中 第 和 iin 行 与 第 六 7 
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列 的 元 素 构成 的 mx m 子 方 阵 。 
(1) 若 8, 中 每 列 1 与 -4 各 出 现 恰 一 次 ， 则 8, 各 行 向 
量 之 和 为 0， 即 |B,| =0. 
C2) 落 了 ,中 有 一 列 元 素 皆 0， 列 13。| = 0。 
《3 》 苦 B, 中 有 一 列 只 有 一 个 非 0 元 素 , 我 们 按 上 述 这 一 列 
的 代数 余子 式 展开 行列 式 [8,1， 得 1B。1= 坏 [8B,1，8B, 比如 ,的 
阶 数 少 1， 车 18,1=0， 则 1B,|=03 著 B19， 则 BY 中 有 一 列 
只 一 个 非 零 元 素 ， 可 继续 用 13 | 的 代数 余子 式 表示 | 了 |， 家 到 
到 18,|= 士 1。 证 毕 。 
定理 4 ej,,e;,,…,e1,., 是 G 的 生成 树 的 边 的 充 要 条 件 是 
这 > 一 1 条 边 在 了 (C) 中 对 应 的 列 组 成 的 行列 式 等 于 1 或 -1， 这 
里 G 为 有 向 图 。 
定理 4 之 证 明 与 第 13 章 定理 9 相似。 
下 面 给 出 求 有 向 图 G 的 生成 树 数目 的 公式 ， 为 此 ， 引 用 一 下 
线性 代数 中 的 
Binet-Cauchy 公式 : 
已 知 P= (pi1) xyQ= (qii)sxw* 且 ms 则 


det( PQ) = 工 pai Pat (isl Qe, 


1 2 1 2 1 
例如 已 = ，Q=|0 11, 
-13 1 1 1 


3 4 3 4 
Pos( ~ ) det(PQ)= =13， 
-13 -1 3| 


用 Binet-Cauchy 公式 算得 
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1 21211 |14f24 121101 
det (PQO}= bh 十 + | =13,。 
-1 3491 |-11l1 1| [3 11:11 
定理 5 G 是 细 连 送 有 向 图 ， 财 G 的 生成 树 的 数目 为 
det (B,(G) .BYG)). 


证 对 B1(G) 与 B87 用 Binet-Cauchy 公式 ， 再 用 定理 4 得 
det (By (GIBIEG)) =7 (0) (+1) =7(G), 
其 中 +(G) 为 生成 树 的 数 月 。 证 毕 。 
例 3 求 竞赛 图 KK, 的 生成 树 之 个 数 r(K,)。 
解 设 Bi(K,) 的 元 素 是 b;1， 则 
BKIBTEKY) = OD) wr ops 


: 
bi 


fe 
当 i= 了 时 ， 
b=b = DB)’, i=1,2,.,7—1, 
由 = 上 
又 由 于 五 ,是 完全 图 ， 每 顶 与 -: 条 边 相 关联 ， 故 
Br =v ls i=1,2, ,Vv— 1, 
当 jj 时 ，b’ ,1= 一 1， 故 得 
vl -1 -1… -1 
By(KJBCGEKD=| 1 11 一直. 


-1 -1 -1 -vl 
下 面 计算 det (B81(KK,) BY(K,))、 为 此 ,考虑 v 一 1 阶 方 阵 
了， 其 元 素 为 


tii=2, i<y~1s 
fyiso-i=1s 
tei=1, i¥i, 
易 知 det7 = 1。 于 是 
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而 


det (TB/(G) BY(G)) = detT .det(B1(G) BT (GY)) 


= det (B/G) BT(G)), 
故 
T(K,)=det(B/(G) BIG)) = 
这 正 是 Caylay 定理 的 结论 。 
鲍 4 求 图 14.4 中 图 的 生成 笠 个 数 +(G)。 
解 abcde fy 
ufi 0 0c10 0 1 
Bi(@=0,|-1-1 100 0 0 
vil 0 0-101 -1-1 
「 3 -1-1 有 
BGIBIG) =| -1 3 下 
-1 -1 4 
故 得 
TG) = det (B(GTG)) 
3 -1 -1 
=|-1 3 -J]|=24. 
-1 -1 4 


14.3 国 和 矩阵 与 割 集 矩 阵 


G 是 有 向 图 ， 在 其 底 图 上 ， 对 矢 个 无 向 圈 C;， 首 先 任意 指 
定 一 个 竺 环 方向 。 
定义 4 称 以 C,，， 为 元 罕 的 矩阵 CG) 为 有 向 图 G 的 图 算 
阵 ， 其 中 - 
1, 无 向 圈 C; 中 含 边 e), 且 e) 的 方向 与 C, 的 妊 环 方向 
一 致 ; 
C,=4 -1 无 向 国人 ,中 含 边 e) ,但 e; 的 方向 与 C, 的 循环 方 
| 向 相反 
10， 无 向 转 C, 中 不 含 边 e)。 
例如 图 14.5 中 ,其 底 图 上 有 三 个 
无 向 图， 已 被 规定 了 闫 时 针 的 德 环 方 
向 〈 也 可 以 到 送 时 针 循环 方向 ， 但 取 
定之 后 ， 不 能 改变 其 循环 方向 ) ， 于 
是 这 个 有 向 图 的 加 矩阵 为 


el C2 Cs Es Ey 
ti101 0 
CO=C,l-1010 二 
ciotrii-l 
定义 5 在 有 向 圈 G 中 取 定 生成 桂 了 了， 在 G 的 图 矩阵 中 ， 提 
取 只 含 一 条 余 树 边 的 图 (基本 图 ) 对 应 的 行 构成 子 矩阵 C; (G) , 称 
其 为 有 向 图 的 基本 图 矩阵 。 . 
例如 图 14.5 中 ， 到 61,e,,es 为 生成 笠 的 边 ， 则 其 基本 加 矩 
阵 为 


8 C， 
Cs 


图 14.5 


1101 0 
CC) = - 


-1010 -1 
下 而 讨论 有 向 图 中 的 割 集 和 基本 制 集 矩阵 。 
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在 有 向 图 G 中 ，P ,CCF(G)， 记 六 休 ，P, 关 她 ， 考 虑 边 子 集 
《PP ) U (PF, , 太 ,)， 我 们 规定 一 个 流向 ， 这 个 流向 可 以 任 臣 
取 定 与 《太刀 ,) 中 的 边 方向 一 致 或 与 (P,, 六 ,》 申 边 的 方向 一 
致 ， 则 称 (六 ,7 ) U 《DP, ,1》 连 同 规 定 的 流向 为 G 的 一 个 有 
向 断 集 , 同 理 ， 拒 G 的 底 图 中 的 一 个 割 集 对 应 的 在 有 商 图 G 中 所 
有 向 断 集 称 为 有 向 图 G 的 有 向 基 集 ， 底 图 中 的 基本 割 集 对 应 的 有 
向 制 集 称 为 有 向 图 G 中 的 基本 有 向 断 集 . 

定义 6 称 SiG)=(s;;) 为 有 向 图 G 的 市 集 短 阵 ， 其 中 
1， 有 向 齐集 S ,中 含 边 ce;， 且 两 者 方向 一 致 ， 
si=1=- 1， 有 向 市 集 S; 中 含 边 e;/， 且 两 者 方向 相反 ; 

0， 有 向 割 集 S; 中 不 含 边 。;。 
又 提取 有 向 图 G 的 割 集 矩 阵 中 的 基本 有 向 割 集 对 应 的 行 构 成 子 矩 
阵 S，(G)， 称 其 为 有 向 图 C 的 基本 割 集 和 矩阵 . 
例如 图 14.6 中， 有 六 个 有 向 割 集 ， 它 的 割 集 矩 阵 为 
ee。e，e， 
5 | -1-10 0 


1 
1 

sot-1 00 -1 
ss “1 0 1 

ss 0-10 1 
若 取 eye*，,e, 为 生成 树 的 边 ， 
则 有 庙 图 @ 的 基本 割 集 矩 阵 为 


0 01 1 
SiG)=|-1 00 -1 


0 -10 1 


图 14.6 


有 向 图 中 的 矩阵 具有 无 向 图 中 相应 矩阵 的 相似 的 性 质 ， 


(> BCG CTG) = CG) BT (G) =0。 
2) r(C(G)) =r(C1(G)) = ev+1l, 
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(3) CO) STG) = SG CG) =0, 
(4) r (SIG)) =7(S CGO)) =v -1 
(5) G 是 弱 连 通 有 身 图 ， 了 为 生成 树 ， 
Ci(G)=[T: C1], 
B1(G) =[B, : B,,], 
其 中 C43; 与 8,; 的 列 对 应 于 树 了 之 边 ， 了 与 B,: 对 应 于 余 择 
之 边 ， 则 
C1(G) =[T: -BT (BE) 
(6) 对 于 生成 树 了 ， 
SG =IS :1 
Ci(@ =[T3 Crs], 
其 中 Cy(G) 与 S1(G) 中 列 对 应 的 边 之 库 号 一 致 ， 且 S11 对 应 


祭 树 边 ，Cy :对 应 树 边 ， 则 
Sru= -CT 


14.4 电路 网 络 


本 节 利 用 有 疝 图 的 矩阵 建立 电路 网 络 中 的 电流 与 电压 满足 的 
常 微分 方程 ， 进 而 求 出 各 支 路 上 的 电流 与 电压 。 

孝 尔 妖 夫 电流 定律 ， 代 号 KCL. 

KCL， 电网 路 上 每 个 节点 上 各 支 路 电流 代数 和 为 零 。 

医 尔 改 尖 电 压 定律 ， 代 号 KVL，。 

KVL， 电 网 络 上 每 一 回路 内 各 支 路 电压 代数 和 为 零 。 

由 于 各 支 路 电流 与 电压 的 方向 往往 不 能 事先 断定 ， 为 方便 起 
见 ， 事 先 规定 各 支 路 上 电流 与 电压 的 一 个 一 致 的 所 谓 参考 方向 ， 
于 是 便 把 一 个 实际 电路 网 络 抽象 成 一 个 有 向 甸 G， 再 把 各 支 路 电 
训 1 et) 视 为 边 。 之 权 ， 则 得 一 个 网 络 ， 把 此 网 络 记 成 N(G， 
i(e,1)) 3 有 时 以 各 支 路 之 电压 ule,1) 为 边 e 之 权 , 得 到 的 网 络 记 
成 N(G,v(e,t)), 
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例如 图 14.7 中 电路 相应 的 有 向 加 权 图 NG,ite,1) 知 加 
14.8 所 示 。 


亡 一 一 一 T 全 
RL Ry 
C2 


£0 


KCL 的 图 论 表达 式 为 
BGT=0, 
B(GT7=0,. 
KVL 的 图 论 表 达 式 为 
COV =0, 
COV=0, 


其 中 (et) 
了 = : y= 


ie 人 


| 


Use st) 


… 例 如 图 14.8 中 ， ‘ 
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41-10 of 0， 
-1 0 0 1 ol oj 


KCL:| 0 0o 4 ol=|ol 
0 -1 0 -1 -ii |o 
i a): 
lt) 
| 1 0 -10 | ,9 
KVL:, | 0 -1-1 0 1|oCoOi=i | 
-1 0 ~i-11 | 
bn 


在 KVLE 的 表达 式 中 ， 我 们 取 循环 方向 为 顺 时 针 方向 , C: 是 
D06vVa049 Cs 是 vv0602,， CC 是 nipsovospi。 
下 面 推 导电 路 网 络 计算 中 状态 变量 法 的 基本 关系 式 。 
对 于 选 定 的 生成 树 了 ， 对 边 送 当 排序 ， 使 得 - 
CrG)=C Cs 
Bi(G) =[B :B,,], 
其 中 了 与 B11 的 列 对 应 余 树 边 ， 由 B81(G)I = 得 


了 
[Bi : B,,] | 


其 中 了 。 是 余 树 边 上 的 电流 列 ，7r 是 树 边 上 的 电流 列 ， 邯 
Bu? +BsTr=0 
Tr= BiB, I,. 《1) 
由 《4) 知 ， 余 树 边 上 的 电流 与 生成 树 边 上 的 电流 不 全 是 独立 
的 ， 知 其 一 方 可 求 得 另 一 方 、 
由 CiV=0 得 


V, 
CE:Cro] |-。 
六 


其 中 矿 是 余 树 边 上 的 电压 列 * VV 是 生成 树 边 上 的 电流 列 ， 
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所 以 
让 V,=-CnaVr, (2) 


由 《2》 知 余 树 边 上 的 电压 与 生成 树 边 上 的 电压 不 是 独立 的 ， 知 
其 一 方 可 求 得 另 一 方 。 
又 由 于 Ci,= ~ Bi(BI3)' 得 


CF,= ~ BiiB,, 
令 K=-Cra= BE(BI9m， 
则 有 

V .= KY;, 

1 = KL,, 
最 后 得 基本 关系 式 


V, 0 Kill?, 
[re oll ee 
Zr 一 五 ”0ji 产 > 
下 面 用 例题 说 明 如 何 应 用 公式 (3) 把 电路 问题 化 为 常 微分 
方程 级 来 解 。 
图 论 中 常 困 的 字母 与 在 电路 中 有 问 定 的 物理 塌 义 ， 为 避 


免 混 淆 ， 我 们 改 用 1 ，2 ,… 表 示 图 的 顶 ，1 ,2 ,… 表 示 图 的 边 。 
例 5 a 14.9 人 


en 十 加 9 Cs, exD 


人 
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解 选 1,2',3’,4',5’ 为 生成 酝 的 边 ， 它 们 含 e1(7)， 
ea(1) cc, RR， 即 含 所 有 的 电容 及 电源 和 部 分 电阻 (图 14.10) 。 
于 是 有 


vo] fF Rois is 
vl| | Ri 
Vo [| Rn ， 
人 
Di) els) 全 | 了 | 
| [本 
| 22 | 1 | |Cedi 
Fr =| |= sd 
do, 
| i Ce 
vs Us 人 
下 Us 
| 


17 2 3 4 5/ 6 7 8 9 


2/1000 00 1 0 0 
3j0010 1 0-1 0 0! 
BO=4oooo--loo- 
50001 0 1 0-10 
60100 00 0 1 0， 
把 边 重新 排序 ， 使 8 (G) =[B,, : B,,]， 其 中 
6 7 8 gr 7 27 37 d* 5 
/0 1100 i1000 0 
[|o-io, 0010 1 
Basi 0 0 1hB=i 0 0 00 -1» 
| 1 0-10 0001 0| 
\0o0 10 | oroo ol 
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五 = 如 (TD)7= 


代入 公式 (3) 得 
[Ri r0 
Ris! ;0 
Ri | :0 

di |! 
Lo 10 
| | 
i -| 0 
dvs 
crt |1 
| 
| 
dy 1 
Ce | 1 
了 
-| 
页 ，) 
展开 得 


0 900 
00 001| 
Bii=l0 1 1 0 0, 
00 0156 
lo 0-1 0 0) 
00-1° 1 
10 -1 
01 0- 
‘00-1 0 
00 000-11 
0 0 010-10 
0 0 001 0-1 
00 000-10 
-1 0 0 
-1 00 0 


iso= (os Ts 一 Di) Rs 
1 (0(#) -v0)/R,, 


ppPoor 


人 一 (8) 


is= io (9) 
Cc, 加 = (10) 
Co i ie (11) 
vs= — Rf, +ic), (12) 
由 (4) 与 (12) 得 
-有 Rio 一 六 只 is 一 Ri 
WR (13) 
| = Rs (vs —vs)— RsR,i, 
RRs rR.) 49 
把 (13) 代入 (7) 得 
dis_ -RiRs, _ RR, R, (018) 


"df RR RR is Rt 
类 似 地 由 (10) 与 (11) 得 


C dv, -。 R, -人 (二 1 
dt RR RR, + rth) 二 页 + 页 
do Ri 1 _/1 1 

Cf RR Rh (Gr th + 


把 〈15)》 、 (16〉、 (17》 写 成 矩阵 形式 为 
1 -RR -RR, -Rs Ye 


9 TRTRD) LR HR LRA i? 
dl R, Rs +R,+ Re 1 , 
W)C rR Cs {Rk, TreRs rR :+ 

Rs Rt+Re+R, | 

CR 页) Ctr RC Re +R) 
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0 0 }f 
1 0 | et{z) 
+|C sR, | . C18) 
1 els) 
"cl 
解 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 组 (18》 得 (2) 072) ,0, (72)， 
进而 可 以 求 得 各 支 路 上 的 电流 与 电压 。 


我 们 看 到 ，i, ,v ,2 这 三 个 量 可 以 确定 整个 电路 的 状态， 
称 i,v ,0, 是 此 电路 的 状态 变量 ， 这 种 解法 各 为 状态 变 量 法 、 
式 《18》 叫做 状态 变量 方程 组 .一 般 地 ， 列 出 状态 变 县 方程 组 的 
步 豫 为 ， 

《1 ) 画 出 电路 对 应 的 网 络 六 (CC ,i(e,t))。 

《2 ) 选 一 村 所 谓 正 规 生 成 树 下 ， 它 含 一 切 电压 源 ， 尽 可 能 
多 的 电容 和 尽 可 能 少 的 电感 以 及 一 些 电 阻 。 

《3 ) 按 先 是 余 树 边 后 是 桂 边 的 次 序 把 边 排 序 ， 使 得 

Bi(G) =7B,1 :Bs], CG) =0T : Cs, 

并 求 出 B13 与 天. 

(4 》 列 出 基本 关系 式 (3) 。 

C5)》 从 (3) 中 候 可 能 多 地 消 汉 一些 变量 ， 刹 余 的 变量 即 为 
状态 变量 。 

《6 ) 解 状 态 变量 方程 

X=MXY+NU, 

其 中 让 是 以 状态 变量 为 分 量 的 列 向 列 ， 衣 ,NU 为 已 知 和 矩阵 。 


有 向 图 和 无 向 图 一 桩 ， 也 有 八大 矩阵 ， 

4(G) BG BAG CG ,CG) ,SG) ,S16G) PCG) 。 
而 且 有 向 图 与 其 底 图 在 相应 的 矩阵 之 定义 及 人 性质 方面 有 许多 相似 
-之 处 我们 的 注意 力 自 然 应 集中 到 两 者 的 区 别 上 ; . 

《1 》 有 向 图 的 邻接 矩阵 无 对 称 性 ， 而 无 向 圆 的 邻接 矩阵 是 
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对 称 的 。 

《2 ) 在 无 向 图 中 ， 8B(G) ,Bj(G),C(G) ,C1(G@) ,5S(G)， 
Sr(G) 的 运算 是 在 0-1 二 元 域 五 。 中 进行 ，1+1= 03 乔 这 些 答 阵 
在 有 询 图 中 的 运算 则 在 实数 域 R 上 进行 。 

(3 ) 有 向 图 中， 定义 C(G) 时 比 无 向 图 多 引入 一 个 循环 方 
向 :定义 S(G) 时 ， 比 无 向 图 多 引入 一 个 流向 。 

(4 ) 有 些 公式 在 有 向 图 中 有 符号 变化 , 例如 C1(G)= [I : 
Cn,BiG)=LB BiSrG)=IS IT 门 ， 则 

Chua= 士 有 (BE) 
AS = 士 CTy 
公式 中 、 无 向 图 取 “+” 号 、 有 疝 图 取 “~” 号 。 

本 章 引 入 的 解 电路 问题 的 状态 变量 法 是 有 向 图 的 最 重要 的 
应 用 之 一 ， 这 种 方法 一 一 电路 理论 与 计算 中 的 先进 方法 被 广泛 
采用 . 


可 题 


1 ， 已 知 有 次 图 @ 的 邻接 垂 阵 是 
0 10 
9 0 
1 0 0| 
不 许 画 图 ， 回 管 G 是 否 强 连通 ， 为 什么 ? 
2 。 求 图 14.11 的 极 大 强 连 道子 图 。 
3 . 有 疝 图 G 的 关联 和 矩阵 为 
1 1 1 0 0 
BO 9 0-1 0 1 
0 0-1 0-1-1 
0-1 0 1 1 0 
求 5(G)， 并 苏 册 一 切 生 成 树 。 
4 ， 写 出 图 14.13 中 关于 生成 择 了 = Gia bed] 的 基 代 
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-4(G) = 


鲜 和 矩阵 与 基本 割 集 窍 阵 . 


a Di 


EA 加 


图 14.12 


图 14.13 
5 。 求 图 14.13 中 两 个 电路 的 状态 变量 方程 级， 


图 14.13 


6 ，B(G) 是 有 向 图 C(F ,E) 的 关联 逢 阵 ， 求 


A 


Ebi? 


:21 im1 
其 中 bp 是 BCG) 的 元 素 。 
又 著 G(V,E) 的 邻接 矩阵 44G) = (af))vxw， 说 其 


1v1 Ivl 


于 041 的 图 论 意义 。 


jl i=1 
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15 NPC 概 念 和 Cook 定 理 


15.1 算法 的 好 与 坏 


多 年 来 ， 许 多 学 者 企图 对 任何 组 合 问题 都 找 一 个 有 效 算法 来 
解决 ， 可 异 至 今 大 家 只 是 部 分 地 得 到 成 功 ， 本 书 前 面 各 章 列 出 的 
种 种 算法 ， 记 录 了 这 方面 取得 成 功 的 一 些 重要 成 果 ， 另外 还 有 大 
批 的 问题 ， 例 如 我 们 已 经 接触 的 工序 问题、 货 朗 问题、 色 数 问题 
等 ， 虽 曾 做 过 极 大 努力 ， 仍 未 找到 有 效 算 法 。 人 们 发 现 了 一 个 问 
题 集团 ， 其 中 包含 的 问题 已 经 落实 的 就 有 几 百 个 《以 后 还 会 增 
名 》， 它 们 都 被 认真 研究 过 ， 但 其 中 任何 一 个 问题 肖 未 找 出 有 效 
算法 。 虽然 这 个 集团 中 的 问题 其 实际 背景 与 数学 模型 各 异 ， 但 是 
已 经 严格 证 实 ， 这 个 集团 中 的 问题 在 算法 的 时 间 复 杂 疫 方面 是 共 
命运 的 ， 即 若 其 中 一 个 问题 存在 有 效 算 法 ， 则 它们 每 个 问题 都 有 
有 效 算法 、 当 然 ， 据 此 判定 这 些 问 题 一 定 不 会 有 有 效 算法 ， 显 然 
是 不 能 令 人 信服 的 ， 但 这 种 情形 给 出 了 一 个 很 强 的 暗示 ， 令 人 借 
向 于 蒲 测 这 个 问题 集团 可 能 真 的 不 会 有 有 效 算法 。 

我 们 把 描述 一 个 问题 的 实例 的 数据 之 长 度 叫 做 输入 长 。 

所 谓 有 效 算法 ， 又 称 好 算法 ， 按 Edmonds 的 定义 ， 是 指 对 给 
定 的 问题 ,存在 一 个 多 项 式 了 (nm) ,使 得 对 输入 长 为 4 的 每 个 实例 ， 
蝶 多 用 己 (n) 个 基本 运算 步 怠 即 得 以 解决 。 

这 里 “有 效 ” 二 字体 现 于 ， 

《1 ) .在 文献 中 发 表 的 被 公认 是 有 效 地 解决 了 的 问题 所 用 的 : 
算法 ， 此 属于 Edmonds 章 义 下 的 有 效 算法 。 

《 2》 任何 一 个 难 解 问题 〈 指 上 述 共 命运 的 问题 集团 中 的 问 : 
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题 ) , 皆 未 发 现 Edmonds 意 义 下 的 有 效 算法 。 
《3) Edmonds 意 义 下 的 有 效 算法 比 指数 灶 间 的 算法 《例如 
穷 举 法 ) 好 得 多 。 
例如 算法 4 的 时 间 复杂 度 是 n*"， 算 法 8 的 时 间 复 寻 度 是 2"， 

其 中 ”是 输入 长 。 假设 计算 的 时 间 有 限 ， 便 如 是 一 个 小 时 内 必须 
完成 ， 今 有 输入 长 为 %。 的 一 个 实例 ， 使 用 计算 机 C 来 解 . 用 了 召 
算法 ， 一 个 小 时 内 运算 步骤 必 须 不 少 于 2"% 个 ， 落 改 用 另 一 台 更 
决 速 的 计算 机 C7 来 解 ，C 是 C 运 算 速度 的 百倍 ， 我 们 指望 C" 会 
解决 输入 长 比 % 大 得 多 的 实例 ， 但 8C ' 在 一 小 时 内 处 理 的 实例 之 
输入 长 二 满足 

2*=2"x100, 
即 

n=n, tlog,100<n, +7, 


由 此 可 厚 , 由 于 算法 召 的 笔 抽 ,我 们 虽然 把 计算 机 计算 速度 提高 了 
百倍 ， 但 用 算法 召 去 解决 问题 时 ， 并 未 显示 出 大 型 快速 计算 机 的 
优势 来 。 我 们 已 经 意识 到 ， 虽 然 计算 机 的 更 新 换代 是 必要 的 和 令 
人 鼓舞 的 进展 ， 但 从 某 种 意义 上 来 说 ， 提 供 好 的 算法 比 机 器 提高 
速度 更 为 有 效 。 

对 于 同一 个 问题 ， 若 月 4 算法 在 C' 机 上 去 解 , 则 可 处 理 的 输 
入 长 满足 

1 = 100n3, 


n=10n,, 


这 时 可 以 处 理 输 入 长 是 C 机 上 处 理 的 输入 长 10 倍 区 实例 。 营 有 一 
个 算法 的 时 间 复 杂 度 是 输入 长 的 线性 函数 , 用 此 算法 在 C' 机 上 去 
解 可 以 处 理 比 C 机 处 理 的 输入 长 扩大 百倍 的 实例 。 

下 面 的 表格 对 有 效 算法 与 指数 时 间 的 得 法 的 效果 进行 了 具体 
比较 


267 


~- 
简 间 复杂 度 | 原 计算 机 | 大 百 售 速度 的 计策 机 | 千代 速度 计算 机 
nn N, | 100N, 1000N， 


a Ns 4.64N, 10Ns 

ns | Ns 2.5N， | 3.98N。 
2" | N, N,+6,64 N+9.97 
Sn | Ns; Ns+4.19 | Ns+6.29 


其 中 WiG= 1,2,3,4;5) 是 单位 时 间 内 可 以 处 理 的 输入 长 之 上 界 。 
我 们 看 到 ， 若 用 3* 这 种 时 间 复杂 度 的 环 算法 ， 既 使 机 器 的 计算 速 
度 扩大 千 信 ， 输 入 长 的 增加 也 不 到 7 。 

下 页 的 表 是 用 每 秒 百 万 次 计算 机 得 出 的 ， 我 们 看 到 ， 输 入 长 
30 的 实例 ， 在 这 种 快速 计算 机 上 用 3 时间 复 染 度 的 算法 尚 需 6 年 
六 的 时 间 才 能 完成 ， 而 输入 长 为 30 的 实例 并 不 罕见 ， 若 用 这 种 算 
法 处 理 输 入 长 为 80 的 实例 ， 则 需要 1.3x10，“ 个 世纪 ! 这 实际 上 
宣布 了 3" 时 间 复 杂 度 的 算法 是 无 用 的 坏 算法 


15.2 判定 问题 的 NP 类 


我 们 称 管 党 不 是 “是 ”就 是 “将 ” 的 问题 为 判定 问题 。 有 些 
记 题 ， 可 以 化 成 判定 问题 ， 例 如 边 容量 为 自然 数 的 网 络 上 的 最 大 
流 问 题 就 可 以 化 成 ， 给 定 网 络 NN 与 非 负 整数 b， 问 是 否 存 在 流量 
不 少 于 上 的 流 否 数 ? 芝 问 答 说 “是 ”, 我 们 用 +1 代替 上 ， 再 提 
间 同 样 的 问题 ， 如 此 可 以 找到 最 大 流 。 

，。 为 了 讨论 判定 问题 的 时 间 复 杂 灾 理论 .我 们 引入 Turing 机 的 
轰 念 ，Turing 机 是 年 轻 的 英国 数学 家 Turing 1936 年 提出 的 一 个 
数学 概念 ， 它 并 非 什么 机 器 ， 但 它 的 功用 却 十 分 之 大 ， 不 仅 是 研 
究 计 算 复杂 度 理 论 的 得 力 工具 ， 而 且 为 1946 年 真 汗 算 机 之 问世 疯 
定 了 思想 基础 。 

我 们 称 下 面 的 八重 组 为 一 部 Turing 本: 
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9 789 sd| 3 


蓄 午 er01X8"T 叶 种 ,01X% | 时机 9988 5" 
| | ! ， 
R99 志 2 "60 86°2r 1 ZT |! sO°T 2100°0 :2 
: | 
日 1 1 
10°2I /29 A | pe 于 浊 “| ! 
«912°0 4921°0 sP90°0 sb20'0 2800°0 ,100"0| et 
上 | | 
729800°0 000"0 :49100°0 | ,6000°0 sb000°0 1 oI000°0 
1 1 
490000°0 “50000 0 528000070 220000"0 10000"01 下 


(9 六, 也 ,75sysyysn)， 
其 中 
S= {sss ss Sersss sn} 
是 状态 入 合 ，: ,叫做 初 态 ，s ;叫做 Yes 恋 ，sw 叫做 No 恋 。 
T= ,7 b)} 
是 带 符 集合 ， 5 叫做 空白 符 。 
三 CT 叫做 输入 答 集 合 。 
bET-ZE, 
f (S-{s,ssa)) XT >SxTx{1, -1}, 
了 叫做 转换 函数 ， 
Turing 灿 上 有 一 个 无 限 长 鸭 “ 纸 带 ”, 划 分 成 …,CC-2)y 
CCD CC0D5C02)，… 地 址 序列 ， 
Turing 机 还 具有 一 个 “ 读 写 头 ”。 
下 面 说 明 Turing 机 的 操作 及 表达 式 。 
《1》 头 位 酉 数 h(:) 
读 写 头 每 个 单位 时 间 腾 准 一 个 地 址 ， 若 主 时 刻 腊 准 的 地 址 是 
二 (1)， 则 写成 . 
h(#) =i, 


规定 
h(0)=1, 
邯 开 始 时 读 写 头 在 C(1》 处 。 
《2) 数据 输入 


设 输入 符 集 合 为 了 = {x ,x:，… xa}, 记 时 刻 t 在 C fi) 处 写 的 
- 带 符 是 Y(i ,1)， 且 规定 
YEO =x;, f=1,2, ,ng 
Yi,0)=b, i121 
(3 ) 转换 苗 数 了 
设 时 刻 1 之 状态 为 5:(1) ES 一 {s,sw)， 则 
fs{#) ,7 (h(t) ,1)) = (p,q9,4), 
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其 中 
《SnD 7(D)E(S-{Srysey)3x1 ， 
(pa ES XT x{1,—1)}. 


含义 是 
s(t+1)=p, 
h(tt1)=h() 上 dy 
| a, i=h()s 
Yi,t+l)= 
Yi,1) ih() 
(4) 停机 


SEE{fsy) sr 时 停机 。 
Turing 家 解决 了 一 个 判定 问题 D， 是 指 : 


对 尾 意 给 定 的 妃 的 一 个 实例 ， 这 个 实例 用 字 符 x ,x:，…,xw 


囊 达 时 ， 实 例 答 案 为 “是 ” 当 且 仅 当 以 *: ,xz:，…:x* 居 为 输入 ， 
Turing 机 停机 于 sy* 态 。 

定义 1 对 于 判定 问题 D， 窑 在 一 个 多 项 式 P(e) ,使 得 对 其 
每 一 输入 长 为 的 实例 ，Turing 机 可 以 在 了 (7) 时间 内 和 解决， 此 
种 问题 DD 的 金 体 组 成 的 集合 叫做 卫 类 问题 集合 ， 记 之 为 P。 

有 许多 问题 ， 我 们 虽然 尚 不 知 其 有 无 多 项 式 算法 ， 但 给 出 一 
些 附加 信息 ， 则 训 以 在 多 项 式 时 间 内 由 Turing 机 加 以 解决 。 例 
如 “图 G 是 否 Hamiiton 图 ? ”众所周知 ， 这 个 问题 是 个 难 解 问 
题 ， 但 车 给 出 G 的 一 个 子 图 ， 则 在 多 项 式 时 间 内 可 以 验证 它 是 否 
为 G 的 Hamilton 町 。 

设 Turing 机 开始 计算 前 ,把 某 些 信息 存 入 C(-1),C(-2)， 
… 等 地 址 ， 称 符号 列 

YO,0) 7 —2,0) ,= 9049: 

为 一 个 狂怒 。 

我 们 注意 到 ， 若 Turing 机 的 计算 时 间 以 某 个 多 项 式 了 (mn) 
为 上 界 ， 则 不 要 把 比 PCn) - 1 长 的 猜想 存 入 机 器 中 去 ， 因 为 地 址 
CC- PC9) 在 计算 中 达 不 到 。 
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一 个 判定 问题 刀 在 不 确定 Turing 机 上 在 多 顶 式 时 间 内 锌 解 
决 是 指 ， 对 于 问题 D， 存 在 多 项 式 P (x) , 使 得 对 中 的 输入 长 为 + 
的 实例 ， 若 其 答案 为 “是 ”， 则 存在 一 个 猪 想 ， 对 于 它 ， 宙 吴 在 
己 ( 纺 时 间 内 停机 于 5S, 态 ， 若 其 答案 是 “ 否 ” 则 对 于 每 个 猜想， 
在 PC 时间 内 Turing 机 次 停机 于 Sr 态 。 

不 确定 Turing 机 概念 中 “不 确定 ”三 个 字 的 含义 是 ， 上 述 
的 “车 答案 为 “是 '， 则 春 在 一 个 猜想 ， 对 于 它 ， 机 器 停机 于 S， 
态 ” 一 语 中 ， 我 们 只 是 相信 有 这 么 一 个 狂想 存在 ， 但 并 未 给 出 什 
么 确定 的 方法 可 以 找到 这 个 狂想。 也 许 我 们 化 幸 磁 上 了 这 公 一 个 
猪 想 , 但 这 种 幸运 是 罕见 的 ! 或 者 这 个 实例 之 答案 是 否定 的 ,这 时 ， 
要 逐个 验算 猜想 ， 而 猜想 可 有 | 夏 |" "个 ， 要 用 P01 
时 间 来 完成 ， 这 是 一 个 可 怕 的 指数 时 间 ， 会 随 着 已 O?) 之 增 大 而 
井 炸 性 增 大 ， 所 以 用 这 各 方法 来 求解 ,实际 上 是 不 现实 的 ,也 就 是 
说 ,用 Turing 机 如 此 解决 问题 不 可 能 实际 地 得 出 确定 的 答案 。 

不 确定 Turing 机 对 于 解决 问题 实际 上 是 个 无 效 的 工具 ， 它 
只 有 理论 上 的 价值 ， 借 助 于 它 ， 我 们 可 以 建立 NP 概念 。 

定义 2 在 多 项 式 时 间 内 能 被 不 确定 Turing 机 解决 的 判定 
问题 之 集合 叫做 NP 类 判定 问题 集合 ， 记 做 NP . 

显然 ，PSENP. 但 P=NP 是 否 成 立 ? 这 是 一 个 尚未 解决 而 
其 意义 十 分 之 深远 的 问题 。 


15.38 NPC 与 Cook 定 理 


定义 3 站, 与 D, 是 两 个 判定 问题 ,存在 一 个 脆 射 f ,以 及 一 
个 多 页 式 Q(9) ,使 得 对 于 任 集 给 定 的 中, 的 一 个 实例 的 输入 1, ,六 
之 长 为 ?， 则 了 在 Q(2) 时 间 内 把 77 映 射 成 也, 的 一 个 集 入 F 7:)， 
且 了 的 答 能 是 “是 ” 当 且 仅 当 7 (7,) 的 答案 是 “是 ”， 集 称 在 多 
项 式 时 间 内 中 ,转化 成 中.， 沁 之 为 Do<DD，,。 
定义 4 车 判定 问 集 DENP， 和 且 YD’'ENP， 有 D'ccD， 则 
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称 DENEC， 即 NPC 是 下 面 的 判定 问题 集合 ， 
NPC={D|D 是 判定 问题 ，DENP，, YD'ENE 时 ，D'ocD)。 
这 个 定义 是 Karp 于 1972 年 提出 的 。 
推论 1 设 也 , ,DD, 是 两 个 判定 问题 ，D;xD,,D,EP， 则 

Der, 

证 设 [, 是 DD; 之 输入 ， 输入 长 |11|1=t， 又 DDixD,， 则 存 
在 映射 及 多 项 式 Q(x)， 使 得 f(11) 是 口 ,的 一 个 输入 ,此 呐 射 可 
于 Q("m) 时 间 内 完成 ; 又 由 于 DD, EP 了 P, 故 存在 多 项 式 P(w) (不 妨 设 
了 P(x) 单调 上 入) , 使 得 对 于 D; 之 输入 f(11) ,在 P(A()1) 时 间 
内 解决 ,又 fT) 1 所 QC) ,所 以 fID 可 于 多 项 式 时 间 PCQ(n)》 
肉 解决， 于 是 ，1 亦 可 在 多 项 式 Q(n) +P(Q(Cm)) 时 间 内 解决 ， 
即 D,EP. 证 毕 。 

推论 2 DD,,D,ENPC， 则 DD,。 

证 由 于 DENPC， 则 D,ENP; 又 D,ENPC， 册 定义 ， 
VD'ENP,D'ocD,， 取 D, =D'， 则 DxD,， 证 毕 。 

推论 2 告知 ，NPC 内 名 问题 间 在 时 间 复 杂 度 方面 是 等 价 的 
(或 多 项 式 可 归 约 的 ) 。 

由 推论 1 可 得 

推论 3 车 DENPC， 假 设 DEP, 则 NP =P， 

证 因 DENPC, 则 DENP， 且 YD/ENP, D'ceD， 假 设 
DeP， 册 推论 1 ，D'EP , 即 NPEP， 又 PENP， 故 得 E=NE。 
证 毕 。 

推论 4 DENPC， 假 设 DEP, 则 NPCcP， 荐 DENPC， 
假设 DEF , 则 NPCNP = 好 。 

证 由 推论 3 知 当 DENPC， 且 DEP 时 ，NP = 了 ,但 NPC 
SNP， 故 得 NPCEP 。 另 一 方面 ， 若 DENEC，DEP, 但 NEC 
作 P 才 BG， 则 存在 一 个 D, ENPCN P， 即 D, EP,D, ENPC. 由 
推论 4 前 半 段 的 结论 ，NPCSGP， 于 是 DEP， 与 DEP 矛盾 ， 所 
以 当 DENPC, DEP 时 ， 则 NPCNP= 多 。 证 毕 。 
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推论 4 告知 ，NPC 中 的 问题 ,只 要 有 一 个 是 P 类 的 , 则 个 个 都 
是 P 类 的 ， 即 NPC 中 的 问题 宪 存 在 有 效 算法 〈 但 愿 如 此 ! ) ， 但 
若 发 现 某 个 NPC 中 的 向 题 不 是 P 类 的 ， 即 它 无 有 效 算法 , 则 NPC 
中 各 个 问题 悄 无 有 效 算法 ! NPC 问题 在 有 无 有 效 算法 的 意义 下 
是 共 命运 的 。 

定理 1 (NP 完备 性 定理 ) 若 DENPC，D'ENP ，De<D'， 
刚 D' ENPC， 

证 因 DENPC, 故 YD*ENP, DrxD; 又 知 DiENP， 上 县 
DxeD’， 则 DeD/， 由 定义 D'ENPC, 证 毕 。 

目前 ， 有 些 意 见 堪 疝 于 NP 关 P，PmNPC= 凶 ，NP-NPC 
一 卫 夫妇 《〈 见 图 15.1》 。 但 这 各 看 法 的 真 伪 并 未 得 到 证 明 。 


四 


NP 
图 15.1 


1972 年 ， 多 伦 多 大 学 的 Cook 找到 了 第 一 个 NPC 问 题 ， 它 的 
我 号 为 SAT(Satisfiability)。 以 它 为 NPC 家 族 的 《种子 ”， 册 
定理 1， 繁 衍 出 大 批 NPC 中 的 问题 。 

设 有 限 变量 集 

= {Xi} 

文中 的 每 个 变量 可 以 取 T 与 两 个 信之 一 ， 且 x; = 了, 册 # ,= 下， 
zr=F, 则 #,=T。 

称 

L={xX Xs sR 歼 ) ) 交 和 
为 字 集 合 ， 字 集合 的 子 集 叫做 句 于 。 
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SAT 的 实例 是 ;任意 给 定 一 个 句子 集合 {C1 CC 
是 否 有 一 种 赋值 方法 ， 使 得 每 个 句子 C， 中 皆 有 了 值 的 字 ? 
甸子 中 有 的 字 取 了 信 时 ， 则 此 句子 称 为 饱和 的 ， 
SAT, 
输入 ， 一 个 句子 集合 . 
间 ， 是 宕 存在 一 种 赋值 方法 ， 使 这 些 句子 当 饱 和 ? 
定理 2 (Cook) SATENPC, 
证 SATENP 是 显然 的 。 下 证 YDENP， 尼 有 了 cc SAT. 
即 当 了 是 万 的 长 "的 输入 时 ， 要 证 存在 一 个 映射 了 ， 使 得 f (站 是 
SAT 的 一 个 输入 ， 此 映射 耗 时 为 多 项 式 Q(n)， 且 了 回答 “是 ” 
当 且 仅 当 F(D 回 答 “是 ? 。 
所 谓 机 器 对 了 回答 “是 ? ,是 指 存在 一 个 猪 想 , 机 器 在 多 项 式 
时 间 卫 (mw) 内 停机 于 5S, 态 ， 即 Turing 机 有 序 地 执行 以 下 步 又 ， 
(1) 初 嫩 时 ， 了 由 C(1)，C(2),… ,Cm 处 的 内 容 表达 
出 来 而 CC0),C w+),C (n+2) … ,CLP(m) + 了 各 为 空白 。 
(2 ) 初始 态 是 S。, 开 始 时 头 在 C(1) , 即 1(0) =1。 
(3 ) 对 于 每 一 时 刻 1 0<t<P(D ,机 器 众 在 一 种 状态 下 。 
(4 》 对 于 每 一 时 刻 1,0 专 1<P(n)， 每 个 地 址 C(i) 处 怡 写 
一 个 带 符 ，-P(m) +1<&i<P(mD) +1. 
《5 ) 对 于 每 个 时 刻 1,0<<t <P(n) , 头 怡 在 一 个 地 址 C (i) 
上 上, -Pln +1<iEP(n)+1, 
《6 ) 仅 当 时 刻 上 头 在 此 地 址 上 ， 该 地 址 的 内 容 才能 从 时 刻 
+ 到 时 刻 t+1 的 情况 下 改变 。 
(7) 若 SC2)ES- {sy,5x), 则 SOC), Yh ,t+1), 
(+1) 由 上 确定 。 落 s(o Efsyysx)， 则 s(t+ 1 =s(4)。 
C8) s(P(m)=s,, 
为 明确 起 见 ， 把 记号 规定 如 下 : 
全 ={fsoysliysaysi SS =Sy0sy=SN。 


i 地 址 ，i= Ci)，-P(D+1<i<P()+1, 
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js 带 符 ，0 所 jg, 厂 = {0=B 7 Ye sj 二。 

状态 ，0 hg，k= 5，。 

T= XX XX, 。 

取 SAT 的 变量 集 为 

X={GG DIU {HG DU {s(t, 8)}. 

显然 变量 6G 的 个 数 是 OLP* (nm)) ,五 的 个 数 是 O(P* (1)D) ,5S 的 个 数 
是 DC(P(D)。 

峰值 方法 为 

当 且 仅 当 ? (1, 了) =Y; 《时刻 1,C() 处 的 带 符 是 7 )，G Gy 
1 六 = 人 

当 且 仅 当 t+ 时 刻 头 在 Ci 上, H(i, =Ts 

当 且 仅 当 时 肇 f 状态 为 5, ,S(t,&) =T。 


取 旬 集合 为 Uj S51,51 如 下 : 


S41={{G0,0,D} Ein, x =7)) 
U{{GG,0,00} nci<P) +1}U {G0,0,0))}. 
Ss:={{s00,0},{H 0,0))). 


Ss= ISG OSD SHDNY U 
上 


了 


{SR) SORT }}]. 
Ss= UUE(GG,0) ,G0 ,t,D ,G0i,t,9)}} 
UU {G0 Di), GH,n7)))], 
He 
Ss= IHC-PoD + HCP 4 2,7) 
HPW+ILDOY UY U (HGND,FG,D). 


Fei 
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Se VU UUHGD,GHD GE ITLN), 


了 


Si=UU UU U{USaD, Ha, ， 


了 oa 
GT (SOUR), HO,t) ,GO ts)), 
GOONT TO {SHB HG, Gt ,H(i+d, 
t+ Df r) = (se Ti DI UU {SG,D, 


pr 
S(t+1,1)), {SF,D), S(t+1,2)}}. 

Ss={{SCp(n) ,1)}}, 

可 以 验证 S; 中 句子 此 饱和 的 充 要 条 件 是 Turing 机 执行 步 
可 〈( 方 ，1 sfS8， 至 此 ，Cook 定理 证 毕 。 

下 面 考虑 由 SAT 在 多 项 式 时 间 内 转化 的 另 一 个 NPC 问 题 ， 
它 的 代号 为 3SAT。 

3SAT, 

输入 ， 一 个 包子 集合 ， 每 名 怡 含 三 个 字 。 

问 ， 是 否 存在 一 存 区 人 方法 ， 使 每 名 其 亿 和 ? 

定理 3 3SATENPC, 

证 我 们 来 证 明 SATec3SAT(3SAT ENP 是 显然 的 ) 。 为 
此 ,， 令 


Si={{a,b,c,d}} US’, 

Ss,= {ab,x), {8,c,d)}US’, 
其 中 x 在 S, 中 不 出 现 。 

首先 证 明 ，S, 可 饱和 当 县 仅 当 S, 可 饱和 。 洲 有 赋值 方法 

使 S, 旬 句 饱和， 则 这 一 峰值 法 可 使 S, 中 的 S’ 中 之 句子 皆 饮 
和 ， 且 S; 的 前 两 个 句子 至 少 有 一 个 饱和 的 , 再 对 * 赋 值 ， 使 
3: 中 的 前 两 个 句子 都 饱和 ， 于 是 S, 名 句 饱和。 反之 ， 若 有 一 
个 峰值 法 使 S。 句 句 饱和 ， 则 这 一 赋值 法 使 S, 中 S' 部 分 的 句 
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子 比 饱和 ， 且 0,6,c,d 中 至 少 有 一 个 值 为 了 ， 故 这 一 赋值 法 可 使 
5, 句 名 饱和 。 

上 面 事实 告知 ,一 个 长 4 的 句子 可 由 两 个 长 3 的 句子 代替 ， 
通过 1 一 3 个 新 变量 的 引入 ,一 个 长 1(1>3) 的 旬 子 可 册 1 一 2 个 长 
3 的 名 子 代替 ， 旬 子 {91 ,9;,… ,904} 被 {0 503 X41},{z1 503,X2)， 
{zs 901-1541) 代 震 。 若 一 赋 信 使 o1 ,4,，… ,6; 中 有 一 个 变 
景 取 了 值 ， 则 长 名 {1 ,4,,…,44} 饱 和， 这 时 ， 

车 qi 或 a 为 T， 则 令 x: =xs=…xXi-s = 下 ， 

若 a -或 是 下 则 令 x,=x， =x1-s = 

若菜 个 a; = 人 ，2<R<T-1， 则 邻 x =x: = 二 Xs = 个， 
Nat = 

以 上 三 种 可 能 至 少 发 生 一 种 ， 每 种 情形 发 生 时 ，. 上 述 那 些 长 
3 的 句子 尼 饱 和 。 i 

车 01,0,,…s,a1 和 医 玉 ， 长 名 未 饱和 ， 这 时 无 法 给 x 变量 赋 
值 ， 使 -2 个 短 名 器 饱和 

我 们 看 到 ， 长 句 被 短 句 代 蔡 所 用 的 时 间 是 以 描述 原名 子 集 输 
入 长 的 多 项 式 为 界 。 变 成 的 句子 集中 ， 名 子 数 由 以 原 句 子 集中 字 
的 数目 为 界 , 且 变 成 的 句子 每 个 至 多 含 三 个 字 , 即 SATec3SAT， 
证 毕 。 


15.4 NPC 中 的 儿 个 组 合 问题 


应 第 16 章 之 需 ,我 们 这 里 讲 几 个 组 合 问题 ,它们 属于 NPC。 

三 维 匹 配 癌 题 ， 代 号 3DM: 

输入 : 玉 ， 区 ,7 是 三 个 集合 ，|2V1=|XI=1Y!=p0， 

MEXxYxW, 
冯 ， 是否 存在 MW' 三 对 ,1W' | =p， 且 M' 中 无 两 个 有 相同 分 
量 的 三 元 组 . 
例如 WV= 久 =Y 了 ={0,1}),，M={(0,0,0), (0,0,1), (0,1,0) > 
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《1,0,0)}, 则 3DM 之 回答 是 * 否 ”, 着 在 中 再 加 入 一 个 (1,0,1)， 
则 取 MM = {(0,4,0)，(1,0,1)}， 这 时 3DM 的 回答 是 “是”。 
定 表 4 3DMENPC, 
证 显然 3DMENP， 下 证 3SATe3DM。 
令 3SAT 之 输入 为 T= {elycsyccj5 x4， X45%. 是 出 
现 于 工 中 的 变量 。 我 们 来 构 作 3DM 的 一 个 给 入 (1) 中 的 于 
X,Y,M. 
W= {ws <i i1&jEm}, 
X=AUSUG, 
Y=A.USUG, - 
4 = {afyrsi 和 nm 1<j<m), 1 
过 ;= 1 所 iso 1<js<m]， 
S= fsrll<j<mj， 
G={g 1<hemn— 1)}, 
M=ACUSCUGC, 


AC= U Ac,, 

Cys {ro bs) liEmU 
{ronsbN is sm-1}U 
{R40 0 5610)}, 

图 15。 2 表示 AC 的 结构 。 其 中 每 个 古 内 为 一 个 三 元 组 ， 标 
志 已 被 省 路 ， 等 个 oj 4 参加 两 个 三 元 组 ， 对 每 个 i ,M' 要 
公 含 形 邵 《X415941,611》 的 三 元 组 ， 穴 么 含 所 有 其 它 类 型 的 三 
元 组 ， 但 不 能 混合 。 此 即 表 明 所 有 出 现 的 x, 或 省 或 消 下 。 

SC= Use,, 


SCi={(x1,5155 7) tx EC U 
{Rugssiss 1) Ha ECI}, = 
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内 3SAT 之 定义 ， 每 个 SC : 中 含 三 个 三 元 组 ， 为 了 使 ;做 
为 第 二 与 第 三 分 景 ， 仅 一 个 三 元 组 在 以 中 ， 显 然 ， 这 只 能 是 : 
X41) 在 MM' NAC 中 未 用 过 ， 即 x 给 以 真 《 假 ) 赋 售 ， 


图 15.2 


令 M'N(4CUSC) 用 了 丈 的 me+m 严 个 元 束 ， 为 含 其 余 

mn(# 一 1) 个 元 素 ， 我 们 有 
GC = {C01 9000) (F115590) |1 < ih, 
1<j Em, I<hem(ne 1)}, 

证 毕 。 

下 畏 再 讨 沦 一 个 溜 各 的 组 合 问题 ， 它 称 为 己 无 索 于 集 精 确 索 
得 问题 ， 代 号 3XC。 

3XC， 

输入 ， 集 合 已 及 其 三 元 素 于 集 索 团 C . 

问 ， C 中 索 否 存在 子 索 困 ， 使 其 稍 确 杜 菠 C7? 

即 车 #4,s，，…ss，, 是 3 元 素 焦 个， 且 对 每 个 1，1<i<n, 
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:SCU， 问 是 将 存在 JE {1,2,…,}， 使 得 
US,=DU， 
且 ijE1J，i 关 时，S1N Si= 换血 话说 ， 问 是 否 存在 U 的 
一 个 划分 ， 得 到 的 子 集 尼 三 个 元 素 ， 县 划分 出 的 子 集 在 预先 指 代 
的 三 之 素 子 集团 C 之 中 ， 
定理 5 3XCENPC。 
证 3XC 显然 是 NP 问题 下 证 3DMe3XC. 设 玉 ,无 ， 
YY， 对 是 3DM 之 输入 TIT， 其 中 太 Cx 革 xY， 有 具 琅 , 革 ,Y 两 
邓 不 和 相交， 不 然 ， 把 公共 元 素 改 变 一 下 名称 即 可 。 取 
C={{w x,y}| x,y) EM}, 
U=WUXUY, 
下 证 C 有 子 集 精确 覆盖 如 的 充 要 条 件 是 存在 完备 匹配 对 / 
生 肯 。 显 热 ， 若 帮 ' 是 一 个 完备 匹配 ， 则 
C={{w,x, 9}{(w,x,y) EM 
是 的 一 个 精确 材 盖 。 反 之 ， 若 C/ 是 口 的 一 个 精确 桂 盖 ， 则 
={{w,x, vy}]{w,x, y} EC’) 
是 一 个 完备 匹配 。 证 毕 。 
在 3XC 中 ， 若 不 要 求 每 个 子 集 潍 3 个 元 素 ， 则 问题 变 成 所 
谓 精 确 理 半 问 是 ， 其 代号 为 XC。 
定理 6 XCENPC. 
定理 6 的 证 明 只 要 论证 3XCocXC, 留 作 习 题 , 请 读者 完成 。" 
最 后 研究 代号 为 SC 的 集合 覆盖 问题 . 
SC 
输入 : 集合 U0 ， 忆 的 子 集 集团 C， 整 数 。 . 
阿 ， 是 否 存 在 C 的 于 集 固 C' ， 使 得 C′ 楼 碌 ， 且 C’ 中 舍 
合 的 数 日 不 超过 &?- 邑 . 
U S=U, HIC'!<k. 
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定理 7 SCENPC。 
证 只 需 证 3XCx SC, 设 C 与 0 是 3XC 的 办 入 工 。 令 
k=[LIUI/31. 
取 C,U,k 做 为 SC 之 输入 f(D)。 若 | 被 3 除 不 尽 ， 则 3XC 答 
案 为 “ 否 ”， 这 时 SC 之 答案 亦 为 “ 否 ”。 若 |U| 可 被 3 除 尽 ， 
这 时 ,车 C' 是 一 个 精确 覆盖 ，C 当然 也 是 一 个 覆盖 ,县 1C’] 
=]U]/3= 始 反之 ， 若 C/ 是 一 个 覆 姜 ，|C'] < 多 则 [CT =&， 

因而 是 一 个 精确 履 盖 ， 证 毕 。 

在 SC 中 ， 若 妇 个 子 集 民 全 3 个 元 素 , 则 SC 变 成 3SC 阿 
题 。 : 

定理 8 3SCENPC。 

证 明 请 读者 给 出 4 


本 章 我 们 学 习 了 Edmonds 意义 下 有 效 算法 的 概念 ， 引 入 
Turiag 机 ， 进 而 定义 了 P, NP 与 NPC 三 个 问题 集合 。 一般 总 
是 用 Turing 机 作为 描述 算法 过 程 的 基本 数学 模型 。 任 何 能 在 现 
代数 字 计算 机 上 实现 的 计算 都 能 用 Turing 机 来 描述 。 

计算 复杂 性 理论 不 仅 是 计算 机 专家 最 感 兴趣 的 问题 之 一 ， 而 
且 是 应 用 数学 家 必须 过 问 和 研究 的 重大 课题 。 它 使 我 们 用 精确 的 
桥 念 来 审定 问题 究竟 是 否 难 解 ， 而 不 是 赁 直观 的 感觉 粗略 地 判定 
一 个 算法 的 好 坏 。 

1972 年 ，Cook S A 提 出 的 关于 SATENPC 的 基本 定理 ， 
竟 定 了 计算 复杂 性 分 析 的 理论 基础 ,同年 Karp R M 提 出 21 个 
NP 问题 可 由 SAT 转化 《x)。 从 而 得 到 了 第 一 批 NPC 中 的 但 
题 ! 型 1978 年 ，NPC 问题 已 经 由 .21 个 迅速 增加 到 300 多 个 ， 
,其 中 有 不 少 是 图 论 中 的 问题 。 近 年 来 。 人 们 仍然 热衷 于 确定 某 些 
实际 同 题 与 理论 间 题 的 计算 是 天 NPC 问题 。 

至 于 NPC 中 的 问题 是 殖 直 的 不 存在 多 项 式 算法 ,是 当今 科 
学 界面 脐 的 重大 课题 之 一 。 并 然 , 这 一 问题 的 解决 ， 即 回答 
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《P= NP 否 ?? ,是 一 个 十 分 围 难 而 有 意义 的 工作 1 如 果 P= NP， 
就 应 该 为 NPC 中 的 问题 设计 有 效 算 法 : 若 P#NP, 就 不 要 再 
指望 有 效 池 解决 NPC 中 的 问题 。 有 些 问题 人 们 还 考虑 它 的 计算 
复杂 度 是 否 介 于 了 与 NPC 之 间 ， 即 NP 中 的 问题 能 否 有 更 细 的 
划分 。 关于 NP 的 完全 性 理论 尚 处 于 发 展 之 中 。 

为 了 研究 图 论 中 的 NPC 问题， 本 章 介 绍 了 组 合 沦 中 的 几 个 
NPC 问题 ， 它 们 是 : 

SAT, 8SAT, 3DM, 3XC, XC, SC, 35C, 

本 章 涉及 的 思想 、 概 念 和 技巧 都 很 不 通俗 ， 颇 有 几 分 难 懂 ， 
得 它 们 是 摘 计算 机 科学 和 应 用 数学 的 必要 知识 ， 所 以 必须 下 力气 
彻底 泽 明 和 白 。Cook 定理 等 本 章 提 到 的 定理 不 论 是 证 明 的 思路 还 
是 技巧 与 细节 ， 部 十 分 新 颖 生动 而 引人入胜 ， 很 值得 学 习 。 


习 是 

1。 称 用 ExY x 也 是 分 段 调和 的 ， 若 对 于 一 切 ab， cy 
XY (ay) (ac tu 5 cc 及， 表明 (bc)6iM。: 
证 明 ， 即 使 秦 限定 为 分 段 调和 ，3DM 仍 属于 NPC 。 

2。 包装 问 题 ， 代 号 SP 《Set packing)， 

输入 ， 一 个 集合 集团 C ， 正 整数 育 。 

间 ，C 中 是 否 存在 个 两 两 不 相交 的 集合 ? 

证 明 ，SPENPC 

(例如 : C 是 一 盒 一 使 的 什锦 糖果 ， 要 从 C 中 选取 盒 出 来 
包装 在 一 个 大 箱子 里 ， 使 箱子 中 任意 两 使 糖 中 没有 相同 味道 的 糖 
时 ， 这 种 要 求 能 否 实现 ? ) 

3。 相遇 集 问题 ， 代 号 HS 《Hitting set)， 

输入 ， 集 合 局 的 子 集 集团 C ， 正 整数 & ， 

间 ， 是 否 存 在 子 集 U' SU, 使 得 JU'|<&, 且 与 C 中 每 
-个 集合 交 非 空 ? 

试 证 ，HSENPC。 
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《例如 ， 人 们 组 织 了 一 些 团 体 ， 我 们 和 欲 采 访 每 个 斌 体 昌 至 少 - 
一 个 人 ， 但 闸 于 时 间 ， 被 采访 的 总 人 数 不 得 超过 中 名 ， 问 是 否 、 
叮 能 ? ) 
4。 珍 包 问 题 ， 代 号 0-1 KNAP (0-1 Knapsack): 
输入 ， 正 整数 oa ,04,，… ,4.,6。 
问 : 是 否 存在 FE{1,2，…,m}， 使 得 
Ta,=6 
i 
试 证 ，0-1 KNAPENPC, 
(例如 ， 一 个 背包 至 多 只 能 装 5 公斤 ， 今 有 ac 公斤 ，as 公 
斤 ，…,0, 公斤 上 件 东 西 ， 问 甬 否 从 中 挑选 几 件 ， 使 得 总 重量 恰 - 
为 b 公斤 ? ) 
5。 划 分 问题 ， 代 号 PART(Partition problem)s 
输入 正 整数 bi ?bm…， bw 
问 ， 是 否 存在 JS {1,2,…, 乱 }， 使 得 
Ep'= Ep. 
iEl i 
试 证， PART ENPC。 
《例如 ， 汉 个 盒子 中 密封 了 相同 的 球 ， 不许 拆 开 盒子 ， 能 否 
把 这 些 球 平分 ? ) 
6。 试 证 XCENPC。 
7。 试 证 ，3SCENPC。 
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16 ”NPC 中 若干 著名 的 图 论 问题 


本 章 从 一 百 多 个 已 知 的 NPC 的 图 论 问 题 当 申 选择 最 著名 的 
若干 问题 ， 详 细 证 明 它们 属于 NPC， 借 左 体 现 证 明 图 论 癌 题 为 
NPC 问题 时 所 用 方法 与 技巧 的 一 些 特色 ， 我 们 马上 就 能 体会 
到 ， 欲 证 明 一 个 图 论 疝 题 属 于 NPC 是 何等 的 困难 各 讲究 孩 巧 . 


16.1 团 、 独 立 集 和 顶 覆 盖 


首先 讲 最 大 有 问题 ， 代 号 CLIQUE， 
输入 无 向 晶 GC ,FE)， 正 整数 <|7]。 
问 ，G 中 是 否 有 一 个 团 C ， 使 得 1C1>>&? 其 中 |C | 是 C 的 硕 
数 . 
定理 1 CLIQUEENPC, 
证 显然 ，CLIQUEENP， 卡 证 DMoc CL1QUE。 
设 I 是 3DM 的 输入 ， 了 为 打 , 基 ,了 ， 屠 防 x 了 xY; 取 
f() 为 CLIQUE 的 相应 输入 ,，f( 妨 中 k=1 久 ,图 G(V 已) 为 
VG) = 对， 
区 (GT = {e = mm mi me, 
且 m, 与 om; 无 相 周 的 对 应 分 量 }， 
于 是 了 “是” 当 且 仅 当 /(J) “是 ” 。 证 毕 。 
CLIQUE 问题 的 解决 实际 上 意味 着 找到 G 中 顶 数 最 大 的 团 
的 顶 数 ， 可 惜 关 个 同 惠 属于 NPC， 这 个 谣 似 简单 的 问题 实 则 非 
常 困难 。 
下 商讨 论 最 大 独立 集 问 题 ， 代 号 IND， 
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输入 :图 G(7 ,ZE)， 正 整数 上 < | 三 |. 

问 ， 是 否 存 在 独立 集 5， 使 得 1 S| 之? 

定理 2 INDENPC。 

证 显然 INPENP, 下 证 CLIQUEccIND, 事实 上 , 若 了 
是 CLIQUE 的 王 入 ， 了 由 GCV,E) 与 自然 数组 成 ， 则 取 相 应 
的 IND 的 输入 f(D 为 G 的 补 图 C* 与 ,这 时 ,显然 有 :; 1 “是 ” 
党 且 仅 当 f(D 《是 ”. 证 毕 。 

最 后 讲 一 下 最 小 项 五 关 问 图， 代号 VC 
输入 ,图 G(,B)， 自 然 输 1<1F。 

， 问 ，G 中 是 否 有 项 五 闪 C ， 使 得 1C| <17 

定理 8 VCENPC， 

证 VCENP 不 足 道 。 下 证 INDx<VC. 设 GOV, 包 与 是 
IND 之 输入 JT， 相应 的 YC 之 输入 f(D 取 为 G(V, EE) 与 了 
= 1Y1-& 由 独立 集 与 顶 覆 盖 集 的 互补 性 知 ， 工 “是 当 且 仅 当 
f(D “是 ”， 证 毕 。 


16.2 Hamilton 轨 和 Hamilton 图 


有 向 Hamilton 轨 问 题 ， 代 号 DHP， 

输入 :有 向 图 G(F ,已 )，s,tEF(G) 。 

间 ，G 中 是 否 有 有 向 Hamilton 轨 PGs,1)? 

定理 4 DHPENPC. 

证 显然 DHPENP, 下 证 YCeDHP, 设 VC 之 输入 了 为 
GUV , 马 ) 及 自然 数 < [ 瑚 | ,下 面 给 出 相应 的 DHP 之 输入 CD 。 

设 elvs1D，elv,2),"…,e(v,d(v)) 是 GOV,E) 中 与 顶 v 关联 
的 边 ，7 (CD 中 的 有 向 图 G'(V' ,有 /7 构 作 如 下 ， 

Vs{aosg yg...sa Yd NU {0,1,1), (0,2,i) 

Higdw}, 
即 把 无 向 图 GCV ,8B) 的 每 个 顶 v 变 成 2d(0) 个 顶 ,再 添加 &+1 个 
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新 顶 a,,a1,…,0,， 这 些 顶 合 起 来 构成 有 向 图 G' 的 顶 集合 V'。 

E'={a>(v,1,DI0Si<hk,vEV GO} UY 

{02,00)) >a 0<i<h,0EV (GIU 

{ul i > 0,1,)) ,us2,7) > 0,2,7) 
lelu,i)=etv, 7)}U 

oD ,2 0 IvEVG) ,11d(0)} UY 
{2 0 > ,1 +1) [vEV CG) ,Li <d (ov)}, 
§=0, f=00, 

我 们 称 项 o “内 部 由 (w,1, 了 ) 到 (v,2,d(w))” 的 有 向 轨 为 顶 
z 之 * 迹 ”、 下 证 G' 中 有 Hamilton 轨 p(as,91)， 当 且 仅 当 G 
中 有 睛 顶 顶 覆盖 。 

设 C= (oo8j 是 @ 中 一 个 顶 覆盖 , 我 们 来 构 作 G' 中 
的 一 个 Hamilton 罗 P(au,at)。 取 过 co (v0,,1,1)， 通 过 v1 的 
迹 到 达 (v1,2,d(0.)), 再 到 gy， 由 到 (o:,1,D， 经 bo 之 
迹 到 达 〈w。,2,d(o:))， 再 到 a,，， 最 后 从 (ok2,d(o)) 到 达 
ay， 得 到 一 条 G' 中 的 有 向 轨 了 P'(a。,01》, 但 P'(a,,01) 不 一 
定 是 G' 的 Hamiltos 轨 ， 车 PP’'(o,,6,) 不 是 Hamilton 轨 8， Ya 
EC, 有 e=uvtE(G), e=elv,)) =ely,i)， 则 只 C。 这 时 ， 用 
(41 六 一 (2 六 ->(u2,i) 代 蔡 己 "中 的 〔a 1 
一 (21) 。 由 于 人 是 顶 覆盖 ,” 在 G' 中 “分 烈 ” 成 的 2d(o) 个 顶 
都 被 通过 仅 一 次 ， 于 是 得 到 了 G’ 中 的 Hamilton 轨 忆 (aas) 。 

反之 ， 若 G/ 中 有 Hamilton 轨 P(csy,os)， 则 我 们 能 构 作 出 
G 的 一 个 上 顶 的 顶 里 ' 著 S: 当 且 仅 当 (po,1;90 与 (0,2,d(o)) 在 
了 (a,,0:) 上 党 与 (a;} 中 顶 相 邻 时 ， 取 vES。 钙 毕 。 

有 向 Hamilton 转 问 题 ， 代 号 DHC， 

输入 有 向 图 CG( ,已 ) 。 

间 。G(Y,E) 中 是 冤 存 在 有 向 Hamil!on 题 ? 

定理 5 DHCSNPC， 

证 DHC 显然 为 NP 问题 下 证 DHPcDHC. 设 DHP 之 
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输入 了 为 GLV,E) 及 二 项 s,ti 相应 蕉 DHC 的 输入 1( 了 D 取 为 
GV!1,E!)， 其 中 
P=V(G) Ut{a), 
E’=E(G)U{a>s,t>a}. 
显然 G'(V,E) 中 有 Hamilton 轨 Pls,t) 当 且 仅 着 G' 中 有 
Hamiiton 男 。 证 毕 。 
无 向 图 中 的 Hamilton 就 问题 ， 代 号 HP， 
输入 ， 无 向 图 CC, 记 )， 二 项 stE7(G) 。 
问 ，G 中 是 否 存在 无 向 Harmilton 胃 P(s,1)? 
定理 6 HPENPC。 
证 显然 有 HPENP。 下 证 DHPc<HP 
设 DHP 之 输入 7 为 有 向 图 GY,E),， 二 顶 s,tEV(G),， 相 
应 的 HP 之 输入 了 (D 取 为 G'(V',E) 及 (8,0),(t,2)Ep 7 
人 (天 匹 门 构 作 如 下 : 
Vi {0,0), 20,1), 0,2 oF CG)), 
Er={(v,0) ~ (v,1), (20,1) —v(2) |vEV (GY} UY 
{Cu,2) — (v, 0 le=uvEE (G)}. 
显然 ，G(V ,EE) 中 有 有 向 Hamilton 胃 PP(s, 们 时 ，G’! 中 有 无 向 
Hamilton 扫 PP'((s,0),(t,2))。 
反之 ,车 Pi'((s,), (tf,2)) 是 G'(V',E') 中 的 Hamilton 轨 ， 
我 们 可 以 追踪 P'((s,0) ,(t,2))， 并 从 (s,0) 开 始 把 每 三 个 在 
上 相 邻 的 顶 小 组 {tv,0), 《vy,1),(v,2)} 合 成 一 个 顶 ， 从 而 得 
G(TV ,EE) 中 的 一 条 有 向 Hamilton 轨 PP(s,1) 。 证 毕 。 
无 向 Hamilton 改 问 题 ， 代 号 HC， 
输入 : 无 向 图 G(V,E)。 
问 ，G 中 是 否 存在 Hamiiton 钵 ? 
定理 ?7 HCENPC。 
证 显然 CENP, 下 证 HPxHC. 
设 G(F,E) 及 s,iEV(G) 是 HP 之 输入 J 了，HC 的 相应 输入 
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下 为 图 G' (V7 本 ): 
V’=V(G) Utah 
E’=E(G) U {as,at)}. 

显然 ，HP “是” 当 且 仅 当 HC “是”, 证 毕 。 

货 郎 问题 ， 代 号 TS (Traveling salesman)s 

输入 : 无 向 图 GO,E)， 自 然 数 hk，vYeEE，[ite)。 

问 ， 是 否 有 G 的 一 个 生成 回路 C， 使 得 C 之 总 长 不 大 于 及 7 

定理 8 TSENPC， 

证 不 妨 设 !(e) 王 1， 不 然 可 把 边 前 分 . 显然 了 SENP， 要 
证 HCexT5. 设 HC 的 输入 7 为 CG(,E)， 取 了 TS 和 应 的 输入 
f(D 为 G(V,B)，kR= IV|。 于 是 1 “是 ” 当 且 仅 当 f(D 人 是 ”， 
证 毕 。 


16.3 医 的 色 数 


3 色 问 题 ， 代 号 3C; 
输入 : 图 G(V,E)。 
问 ，X(G) <3 四 ? 
定理 9 3CENPC 
证 显然 3CENP， 只 需 证 3SATec3C。 
设 3SAT 之 输入 了 为 字 集 {za ,Xs，…%,， 而 5 及 句子 
集 {C1,C,,…,C。}， 相 应 的 3C 之 输入 了 (DD 为 G(YV,E), 其 中 
《图 16.1) 
VG) = {0,8} UV {rest |1 in}U 
{wr|l i061<) Cm). 
E(G)} = {ab} U{axis oz; Xz TEi NU 
{i ss 
WW Ws we verbll<i<m}U 
{Er st mas wl SI Em, 
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Cr 人 
设 0，1，2 是 我 们 使 用 的 三 种 颜色 . 车 了 已 名 名 饮 和， 我 们 约 
定 当 字 641= 了 时， 顶 和 ;上 1 色 ,，1<h<3; 当 和 1 = 下 时 ， 项 
,1 上 0 色 、 由 于 了 中 每 句 丝 饱和 ， 所 以 没有 
(F119 E16 1) = (0,0,0) 


的 现象 。 


我 们 把 5 着 以 0 色 , a 着 以 2 色 ,w,; 着 以 1 色 ,j=1,2,…， 
傣 ， 于 是 得 正常 上 色 。 反 之 ， 若 (了 ) 已 用 3 种 颜色 正常 着 色 , 我 
们 称 4 上 的 颜色 为 2 号 色 ,b 上 的 颜色 为 0 号 色 ,于 是 可 得 “ 字 ” 
上 的 颜色 是 0 色 或 1 色 ， 且 ws; 不 是 0 色 ， 用 反 证 法 容易 证 明 


(£415611583) #0, 0 


， 0) 。 这 时 ， 我 们 规定 35AT 的 赋值 法 为 


“ 字 ” 为 1 色 时 ， 此 字 值 为 个 ， 
“ 字 ” 为 0 色 时 ， 此 字 值 为 F， 


则 E1511 6 7), 


j=1,2,…, 区 潍 饱 和 。 证 举 。 
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图 16.1 


16.4 有 向 图 的 反馈 集 


最 小 顶 反 馈 集 问题 ， 代 号 FVS (Feedback vertex set)s 

输入 ， 有 向 题 G(7,E)， 自 然 数 8 

间 ， 是 否 存在 VV 使 得 i '|<k, 县 G~V' 中 无 有 向 
题 ? 

定理 10 FVSeNFC。 

证 显然 FYVSENP， 只 圳 证 避 YCscPYS. 着 J 为 YC 之 
输入 GO ,EE) 及 自然 数 上 k， 相 应 的 了 (7) 作为 FYS 之 输入 取 为 
有 向 图 再 (V,F) 及 kh， 

F={ab,b >alabtE(G)}, 
于 是 ，V* 是 个 的 顶 虱 盖 当 且 仅 当下 是 五 的 反馈 集 。 证 毕 。 

最 小 边 反 馈 集 问题 ， 代 号 FES; 

输入 有 向 题 G(7,E)， 自 然 数 & 。 

间 ， 是 否 存 在 E’ EE，|E/ | 所 ， 且 G-E’ 中 无 有 向 轿 ? 

定理 11 FESENPC。 

证 FES 显然 局 于 NP,， 下 证 FVScFES, 

设 了 是 FVS 之 输入 ， 了 为 G(V,E) 及 自然 数 &， 相 应 的 
了 (站 作为 FBS 之 输入 到 为 有 向 图 吾 (O ,E) 及 及 : 

W={(v,1) ,2,2) 10 (G)), 

F={(2,1) > (2,2) vr (GY)}U 

{4,2) > 01) |u>vEE(G)}. 
我 们 称 (2,1) 一 《2,2) 狸 边 为 “ 肉 边 ”，(w,2) 一 (2, 了 ) 狸 边 为 “外 
边 ”， 每 个 与 (v, 了 关联 的 外 边 六 入 边 ， 且 与 (2,1) 关 联 的 肉 边 只 
1 条 ， 它 是 出 边 ， 由 此 知 ， 若 在 一 个 边 反 馈 集中 有 一 条 外 边 
(42) 王 《90,1)， 它 可 以 用 肉 边 (v,1D (0,2) 代 赫 ， 所 以 我 们 可 以 
候 设 边 反馈 集中 的 边 车 为 内 边 . 在 C 中， 与 这 些 内 边 相 对 应 的 顶 
集 VEV 是 G 的 项 反 镍 集 ， 有 反之 ,车 V' 是 G 的 顶 反 馈 集 , 则 在 
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到 中 的 相应 内 边 们 组 成 如 的 一 个 边 反 馈 集 。 证 毕 。 
16.5 Steinet 树 


Steiner 树 问题 ， 代 号 ST。 

输入 :连通 图 G(Y ,EE) , 边 权 1(e) 0, 自 然 数 ,XV(G)。 

问 ，G 上 是 否 有 树 7 了 OY ,站 ,使 得 XWEY, FeE(G)， 
且 兄 1(e) <k? 


Er 

这 个 问题 用 图 论语 言 来 计 ， 就 是 求 一 个 权 最 小 的 树 状 子 
使 此 树 之 顶 含有 指定 的 顶 子 集 。 2 时 总 近 沈 连通 指定 的 几 个 
城市 的 最 廉价 的 交通 (或 遂 讯 ) 网 。 

定理 12 STENPC 。 

证 ST 显 然 属 于 NP。 下 证 3XCeeST。 

设 3XC 的 输入 了 为 避 = (ayasoute} ,tA0, f 二 0(mod3)， 
上 U 的 三 元 素 子 集 集团 C={S,,S,,…,S,}; 相应 的 f(D) 作为 


S7 之 输入 ， 我 们 取 图 G(7,E) 及 1(e) 三 1， h=t, X= fo) U 


U， 其 中 
VG)={0,}UCUU. 
EC(G} ={v,S, 1Si<n) US lus 1} 
记 2,S1=e Sa 大。 
落 对 了 回答 “是 ” ， 即 存在 JS{1,2，…,f}， 使 得 LS， 
ET 
= UL, 且 对 了 中 之 ij SnS,= 多 ,我们 来 证 这 时 对 f (了) 之 回 
答 也 是 “是 ”. 事实 上 ， 取 了 (WV, 古 ) 为 
W= {0 U{S ,li UU, 
F = {ei {fili€] ,1€S,}. 


显然 了 (WV, 相 ) 是 树 ,和 且 XEWEV，FGE(G) ,又 因 |J1 = 地 ， 
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于 是 [eicJj1 = 了 fricy 15Ss1=4, 族 冠 1(e) 


怎 
= 卫 + 这 时 了 07) 之 问答 是 “是 ” ， 
3 


反之 ， 若 f( 门 是 “是 ”， 要 证 7 亦 是 “是 ”， 

设 T 了 IV, 想 是 f(T) 的 一 个 Steiner 禁 ， 天 GE 下 ， 故 2 
=1;2,…，, 攻 是 人 上 的 顶 ， 不 妨 设 每 个 xs; 崩 叶 , 不 然 ， 若 dr (4;) 
之 I， 则 4 与 SS3i 相 邻 ， 删 去 边 大， 加 上 边 ee， 之 一 ， 
仍然 得 到 Steiner 树 ， 且 总 权 不 变 . 令 了 中 的 7 为 

T= TS 大 他 ) 。 
则 此 树 上 的 $ ,型 顶 是 区 的 一 个 三 元 精确 覆盖 ,证 毕 。 

定理 12 的 证 朋 指 出 ， 即 使 是 !(e) 一 1，ST 问题 仍然 属于 
NPC。 


16.6 最 大 断 集 


最 大 断 集 问题 ， 代 号 MAXC (Maximum cuf)， 

输入 无 向 图 GO ,E)， 自 然 数 &，。 

间 ， 是 否 寡 在 希 子 集 SCyY(G)， 使 得 (S ,5)| 尘 Rk? 

定理 13 MAXCENPC。 

证 MAXC 显然 属于 NP， 下 证 3SAToc MAXC 。 

设 了 是 35AT 的 输入 ， 了 为 字 集 工 与 句 集 C， 

了 = 人 xx CC 

首先 构 作 一 个 最 大 权 断 集 问题 ， 代 号 MAXWC， 

MAXWC 的 输入 : 围 G' (7 )，vecE/ ， 权 wle)， 自 
然 数 和。 

问 ,是否 有 S'CV', 使 得 二 wle)>k/? 


Gl] 


下 证 3SATx MAXWC。 
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取 f (了 ) 为 MAXWC 的 与 了 相应 的 输入 ,G (VV',E'), w(e》 
与 如 下 ! 

hk’ = (10m+ 1)+6m. 

Vi(G)={0 0si<m} UL, 

E’(G') ={uvlu#vH 3i, I 0 A UU {xs; [lj en}, 
其 中 

Ai={v0 Ut{0}UC,, i=1,2,"%,m, 

了 (le) 取 为 


wu) = ICN{E|, BEEL, 
f=1 


w= ICNIE ICN{G), 
1 


当时 ，E2E 克 月 站 夫 E 
(Xi 一 10 十 1 
ulvd)=1, i>0H EEA,. 
车“ 是”， 设 7+ 是 TT 值 之 字 集 , 令 r?cs'，L-rcs’, 于 
是 X131E(S7， 51)， 闪 {1, 2,…,%}， 它 们 对 权 的 总 贡献 是 10m 
+Da。 把 v, 放 入 3 中。 好 全 句子 中 的 每 一 句 至少 有 一 个 “ 字 
项” 在 5S’ 中 《都 是 饱和 名 ， 每 名 至 少 一 个 了 字 在 + 中 而 7 忆 
5S 站. 我 们 把 v; 放 入 5S’ 或 5, 使 4 中 的 顶 《2-3 分 之 ”，4， 
对 断 集 提供 6 条 边 ， 由 权 之 定义 ，w 个 团 (KK,) 共 对 (S51,57) 提 
供 权 数 6m。 这 时 ， 
TT we) =k’, 


ECSr Sr) 
即 1 的 回答 是 “是 7 。 
友之 ， 共 1( 了 ) 的 回答 是 “是 ”， 邯 存在 SCY ， 使 得 
TT we = (m+ 1) + mm, 
9 
则 每 条 边 5j5iC437 3 )， 故 每 个 财 4; 必须 最 大 限度 地 再 提供 
294 


6 《造成 4;2-3 分 项 ) 。 这 时 我 们 称 。， 所 在 的 为 “ 假 端 ” ， 另 
一 端 为 “ 走 端 ”， 于 是 最 多 两 个 字 〈C , 中 ) 在 假 端 ， 至 少 一 个 
、” 字 在 真 端 。 我 们 把 真 端 之 字 赋值 了 ， 假 端 之 字 赋 值 了 F， 则 了 回答 


县 7 


下 潭 把 加 权 问 题 化 为 无 权 断 集 问 题 ， 
和 人 人 
Ce@ 


图 16.2 

在 G' 中 一 条 边 xz 之 机 为 wav) =u(e)， 在 @G 中 变 成 如 
图 16.2 的 结构， 如 此 得 到 图 G。 下 面 证 明 G 中 有 大 小 至 少 为 
k=2[(10 m+ 1)n+10m]+& 的 断 集 ， 当 生 仅 当 G’ 中 有 权 至 少 
为 的 断 集 。 

事实 上 ， 若 G' 中 权 为 &* 的 断 集 为 (S' ,5')， 考虑 G 中 的 
断 集 (5,5)，S'CS，3’C5S, 轨 4aibiv 中 ,车 4,v 在 侣 的 断 
集 (S ,5) 的 同一 端 ， 则 最 多 有 两 条 边 在 此 断 集中 ， 车 4# 与 分 居 
于 (3$,S' ) 之 两 端 ， 则 可 使 此 轨 对 断 集 供 献 3 。 故 G' 的 每 一 边 
。 能 把 G 的 断 集 (S,5) 的 权 提 高 2u(e)，G' 的 一 切 边 ， 对 G 的 
断 集 提高 2 2 w(e)， 且 . 


EF? 


we)= (0m+ Dn+10m, 


EE 
若 G' 中 (S,51) 的 权 是 &*， 令 S'CcS，5’/C3, 可 使 
[S$,5)|] =2[L(10m+ Dn+10m]+h’ 一天。 
反之 ， 若 G 的 断 集 (S ,35) 中 至 少 有 有 条 边 ， 对 G' 的 每 一 边 
“= xu， 若 xu)0 在 此 断 集 之 同一 端 ，e 对 此 断 集 至 多 提供 2w (e)， 
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不 熏 设 恰 为 2w (e) (不 然 改变 5) ， 著 4 与 0 分 居于 此 断 集 之 两 
端 ，。 对 此 断 集 之 供 献 最 多 为 3w《e)， 不 妨 认 为 怡 为 3w(e) 《不 
然 改变 一 下 S) ， 故 

1(S ,5 =2 Tue)+ TF we)>h, 


1 Etst sr) 


其 中 3 = Sn 因为 |(S， 5)12p 页 
TE we)>k’, 


ES 


于 是 G/ 有 权 不 小 于 的 断 集 。 证 昔 。 
16.7 图 的 直线 排列 


本 节 问 题 的 实际 背景 是 部 件 排列 最 优化 的 问题 。 
把 图 G(P ,E) 的 顶 分 别 放 在 X 轴 的 1,2,…, | 处 ,用 p(v》 
表示 顶 的 沧 标 ， 且 使 GG 的 边 成 为 直线 段 ， 则 GG 的 边 长 之 和 为 
L= TE lo -po)l, 


人) 

我 们 的 目标 是 使 工 = min， 可 惜 这 个 问题 也 是 NPC 中 的 一 员 ! 

痢 的 最 题 线 状 送 列 问 题 ， 代 号 MINLACMinimasm [inear 
orrangemernt) 。 

输入 ， 单 入 GV,E)， 上 自然 数 & 。 

问 ， 是 玲 称 在 可 首 映 壬 

pe V=>{1,2,° ,171}, 
使 得 
TE lip) -po) lh 


EE(T 
与 MINLA 相应 的 ， 还 有 一 个 是 的 意 长 线 状 排列 问 题 ， 代 
号 MAXILA。 
MAXLA 输入 ， 单 题 (7 ,三 )， 自 题 数 上 . 
间 ， 是 否 帮 在 可 省 详 身 
pr V1s2,7es P|) 
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使 得 
pC pl) |>h? 


#oEE(S) 
定理 14 MAXLAENPC., 
证 只 欠 证 MAXCeeMAXLA。 若 MAXC 之 输入 了 为 : 
G' GA, 权 )， 自 然 数 久 (1= 区 ,相应 的 MAXLA 之 输入 
f( 门 取 为 单 团 CG(F ,已 ) 及 自然 数 有 ， 
V=VU{x x, Xs 
E=E’, 
k=k nn, 
设 1 “是”， 即 G' 中 存在 断 集 (S',3S), 使 得 [(S’ ,5 
之 有 ,我 们 来 安排 G 之 顶 ,使 G 的 项 在 {1,2,… n,n++1,… ,n+ 
上 ， 且 边 之 总 长 之 h. 
若 vES' ， 则 令 
lp(0) |S’|; 
若 改 S ， 则 令 
187 | +n p(y) Entry 
著 vE{x1 x2，…,x。 中 ， 则 令 
IS’|<p(w) IS | + 
于 是 跨 mn? 个 孤立 顶 的 边 之 条 数 是 |(S/，5/)1， 每 边 之 长 之 1 ， 
所 以 
TE pl) po)|> HS’, 5) in n=. 
rr 
即 了 (站 回答 “是 ” 。 
反之 ,车 f(7) 回 答 “是 ”， 即 存在 对 的 安置 p:V 一 {1,2，. 
…)8+8s)}， 使 得 


于 pO ~ po) |>h. 


svEFic} 
我 们 来 建立 G' 中 的 一 个 断 集 (S',5’), 使 得 |(S 3 )1 > 外。 
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又 新 顶 背 孤立 顶 ， 则 G' 中 的 断 集 与 G 中 新 集 是 同一 的 。 令 
r={o0|vEV ,pl i}, 1&iS|IV I=n+n 
(5S,,5;) 是 断 集 ， 
令 7 满足 
S15D)1= max 1(S,,8.)|. 


EP > 
调整 @ 顶 之 位 置 ， 使 了 ”中 的 项 的 相对 位 置 〈 左 右 闫 序 》 不 变 ， 
而 把 x ，…,xe 放 在 SnF 与 Sin 之 间 ， 则 

lp -pp’ ol DD pl ~ plo) | Sh= hn’, 

ee ve 
其 中 久 是 调整 启 的 “安置 ” (映射 )》. 在 p’ 的 安置 之 下 ，G 的 
边 总 长 可 以 分 成 两 部 分 

(1) 令 5'=SiNV'，(S' ,53 人) 是 G' 之 断 集 而 孤立 顶 
X12Xn' 揪 在 S' 与 3 之 间 ，(3S7 ,5 ) 中 边 之 长 增加 为 sn 
1(S’,5)1, 、 

《2) 把 xxs，…x。 全 印 下 去 ， 把 S' 与 5 人 之 间 的 间 阶 
靠 紧 ， 这 时 边 总 长 之 上 界 为 

《和 一 1) 二 (一 2) 2 十 … 十 1 人 一 1) = 


于 是 


3 一 1 


和 


nn (SS DD hn, 


1 8’ ,57) 1 +>， 
即 
CS ,57) 1h, 
了 回答 “是 ”。 证 毕 。 
定理 15 MINLAENPC. 
证 只 需 证 明 MAXLAc MINLA。 
. 设 MAXLA 的 输入 为 了 ， 了 是 G(, 巴 和 自然 数 g， 相 应 


298 


的 MINLA 之 输入 了 (1) 到 为 
kr = (r= | 天门 


G (7 , 开 / ) 为 
VV = 及， 
B' ={uvlu#0, uvEB(G)). 


注意 到 完全 图 ,之 边 的 首长 愉 为 < 一， 二 是 可 得 知 了 与 
f(D 同时 回答 《是 ”， 事实 上 ,G' 是 G 之 补 图 ， 对 每 个 安置 


员 lpao -pl+ 中 lptwj -pl = Dd, 
wvER (to) 人 6 
故 
pC) -pl0)|>h, 
HyEE(2) 
当 且 仅 当 
TE lp -pl <k, 
wrEE(G) 
证 毕 , 


16.8 多 商品 整流 问题 


对 于 一 种 商品 运输 中 的 最 大 流 问 题 , 我 们 已 经 有 2F 或 
Dinic 等 有 效 算法 ， 但 对 于 多 种 商品 ， 路 使 是 两 种 商品 的 整数 流 
问题 ， 也 尚未 找到 有 效 算法 ， 它 是 NPC 的 一 员 1 

令 顶 SS: 是 源 ft: 是 汇 ( 坑 ) ， 边 容量 c(e)>0 构 
成 有 向 图 C (7 已) 上 的 一 个 网 络 ， 二 商品 流 是 指 如 下 的 两 个 流落 
数 户 ,f:: _ 

《C1) 对 每 个 边 eEE(G), fe)>0,f,(e)>0, /i(e) 
+fs(e) ele)s 
《C2) 对 每 个 iE{1,2}， 和 每 个 vEV(G) ~ {53515f3); 
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f= fe). 


afp) 有 
每 个 流 的 总 流量 为 (= 1,2): 
Fi= TE foO- 于 file). 
Ea tio) 有 (2 
我 们 设 六 (e) 与 c(6) 尼 非 负 整 数 。 
二 高 品 束 流 问题 ,代号 D2CIF (The iwo-Commodity inte- 
.raf flow problem in directed networks); 
输入 ， 有 向 二 繁 二 汇 网 络 六 ， 非 负 整 数 尺 ，R，( 霸 有 求 ) . 
问 ， 有 无 整 包 流 函 数 7 ,(i = 1,2)， 使 已 ; 汪 RR? 
当 cke)=1 时 ，D2CIF 称 为 简单 D2CIF , 
定理 16 简单 D2CIFENPC， 
证 显然 简单 D2CIFENP。 下 证 SATex 简 单 D2TIF 。 
设 SAT 之 输入 了 为 字 集 
T= {x Ta Xa 1 
和 句子 集 
C={C,,C,,,C.) 
简单 D2CIF 的 相应 输入 (7) 取 为 ， 
民 ; =1，R, = m， 二 源 二 汇 网 络 六 ， 其 中 六 的 构造 为 
车 p; 是 字 *: 在 句子 中 出 现 的 次 数 ，q 是, 在 句子 中 出 现 
的 次 数 ， 则 对 每 个 x; 我 们 构 作 如 图 16,3 所 示 的 结构 。 


| 四 辐 一 下 
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把 图 16,3 的 结构 连 成 一 串 ， 以 "; 为 忆 ， 以 oi*' 为 头 有 一 条 有 
向 边 ， 以 S, 为 尾 ， 以 v3 为 头 有 一 条 有 疝 边 ! 以 过 为 已 ， 以 二 
为 头 有 一 有 向 边 ， 以 S , 为 已 ， 以 zj 和 5;# 为 头 有 有 沿边 ， 这 里 
了 是 奇数 ，C,,C,,…,C。 是 另 一 些 顶 ， 每 个 Ci 为 ' 尾 ,i = 1,2， 
…, 加 ，fs 为 头 ， 有 一 条 有 商 边 ， 若 x; (#1) 第 次 出 现时 ， 则 以 
地 (可 ;为 已， 以 C, 为 头 有 一 有 疝 边 ， 其 中 C, 是 xi 5) 出 现 
的 句子 。 

由 (C2)， 第 一 种 窗 品 必然 由 5S， 出 发 从 左 到 右 地 要 么 经 过 图 
16.3 的 上 办， 要 么 经 过 下 胃 流 入 +, 。 

设 f(1) 4 是 ” ， 我 们 家 赋值 法 为 : 仅 当 f, 流 过 第 i 个 图 
16.3 式 的 结构 下 雪 时 ，x, = 了 . 于 是 对 SAT 的 输入 J， 回答 
wi 
、，' 肥 之 ， 壤 有 冉 信 法 ， 僻 了 中 名 名 饱和， 着 x, = 了 时, 我们 令 
第 一 种 窗 品 流 过 图 16.3 的 下 雪 ， 若 *, = F， 我 们 令 第 一 种 商 品 
流 过 图 16.3 的 上 轨 ， 令 6 是 C, 中 的 “ 真 ? 字 ， 营 #=x;， 则 图 
16.3 的 上 轨 不 通过 第 一 种 窗 品 ， 而 使 用 它 从 S, 到 C, 流 过 第 二 
种 窗 品 的 一 个 单位 ， 若 志 =,， 用 下 轨 从 5S, 到 C, 流 过 第 二 种 
商品 一 个 单位 ,于 是 可 使 户 =1， 户 ,=m， 即 有 (1) 亦 “是 ”， 
证 弟 ; 


本 章 我 们 介绍 了 图 论 中 16 个 著名 的 问题 ， 其 中 货 郎 问 题 、 
图 的 线 排列 问题 以 及 二 商品 流 问 题 等 ， 显 然 有 极 强 列 和 实际 背 
景 ， 是 急 待 解决 的 应 用 案例 。 我 们 已 证 明 它 们 属于 NPC， 于 是 
要 搞 出 有 效 算 法 精确 地 解决 它们 就 个 分 困难 ， 甚 至 这 些 问 题 本 身 
不 存在 有 效 算法 ， 进 而 NPC 中 的 全 体 问题 都 无 有 效 算法 。 

当前 对 于 NPC 中 的 问题 ， 我 们 常常 把 遍 求 问题 的 有 效 算 法 
的 努力 转移 到 设计 良好 的 近似 算法 上 去 ， 例 如 对 于 货 郎 间 题 已 有 
收 良 图 近似 算法 。 

Garey M R 和 Johnson D 5 在 (Computers and Inira- 
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ctability》 一 书 中 给 出 了 一 部 分 NPC 问题 的 一 个 清单 ， 有 兴趣 
的 读者 可 以 去 查阅 ， 


习 是 


1 . 不 用 Cook 定理 证 明 INDecCEIQUE. 

2 ， 证 明 求 最 小 独立 集 但 它 也 是 项 覆盖 可 在 多 项 式 暑 间 内 
解决 。 

3 . 叙述 一 个 判定 问题 型 的 最 小 支配 集 问题 ; 且 证 明 它 是 
NPC 的 。 ， 

4 .把 无 向 图 中 的 货 朗 问题 《三 路 上 的 顶 可 以 通过 不 止 一 
次 ) 叙述 成 判定 问题 ， 且 证 明 它 是 NPC 的 。 

5 .证明 ， 存 在 多 项 式 算法 求 出 一 个 回路 C， 其 长 满足 
1(C) <<21(T)， 其 中 1 了) 是 G 的 最 小 生成 树 了 之 长 ; 且 若 每 边 
长 清正 数 ， 则 这 种 回路 满足 1(C) 池 1(T)。 

6 。 证 明 对 每 个 k>3， 图 的 上 正常 着 色 问题 (一 般 ) 是 NPC 


的 。 ， 
7 . 下 述 问 题 叫做 图 的 园 划分 问题 : 
输入 图 G(V,E)， 自 然 数 育 。 
问 。 能 否 把 亚 划 分 成 中 个 子 集 广 ,7x， 使 得 GIF 
是 团 ? 
证 明 ， 此 问题 是 NPC 的 。 
8 . 考虑 下 面 关于 有 向 图 的 问题 
输入 ， 强 连通 有 向 图 G(F ,BE),， 自然 数 请 。 
. 间 ， 是 否 有 边 子 集 E’, 使 得 1E’|<h? 且 G' (PE ) 是 强 
连通 的 ? ， 
证 明 ， 该 问题 是 NPC 的 。 
9 。 证明 下 列 最 长 轨 问 题 是 NPC 的 ， 
输入 : 图 GV,E)， 二 顶点 s ,+ ， 正 整数 请。 
间 ; 是 否 存 在 从 s 到 长 度 不 少 于 有 的 轨 ? 
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10。 证 明 对 于 2 分 器 ,无 向 Hamilton 轨 问 题 也 是 NPC 的 。 

14。 证 明 即 使 s,# 不 指定 ,无 向 Hamilton 轨 问 题 也 是 NPC 
的 。 

12。 下 面 是 限制 次 数 的 生成 树 问 题 : 

答 入 ， 图 G(, 瑟 )， 自 然 数 有 

间 ，G 中 是 否 有 生成 树 ， 对 每 个 顶 ， dr (v) 专 h? 

证 明 ， 即 使 R 关 2 是 固定 的 ， 调 不 是 输入 的 一 部 分 ， 该 问题 
也 是 NPC 的 。 、 

13。 考虑 下 面 的 网 络 通 讯问 题 , GV LE) 是 一 个 图 ,v ,EV CG) 
称 为 中 心 ， 每 顶 vc ~ {u,} 有 一 个 需求 +(v) 之 0， 每 边 e 上 有 一 
个 容量 c(e) >0 和 一 个 费用 &(e) 之 0， 找 一 个 满足 下 列 条 件 的 最 
小 费用 生成 树 T，。 若 U(e) 是 一 些 顶 之 集合 ， 使 得 从 v。 经 e 到 达 
这 些 顶 ， 则 对 r(v) <<c(e)， 树 的 费用 为 对 &(e)。 


vEnis) s€EELT) 


氢 述 一 个 相应 的 判定 问题 ， 且 证 明 它 是 NPC 的 。 

14、 有 向 Steiner 树 问题 : 

输入 有 向 图 GC(V,E)， 顶 子 集 姜 ， 一 顶 rEX, 自然数 户 。 

间 ,G 中 是 否 有 根 在 r 的 外 向 树 TQV ,下 ) ,使 得 闭 SVS 
且 |F|<k? 

证 明 ， 此 问题 是 NPC 的 。 

15。 在 二 分 图 G(X ,7 了 ,五 中 ,部 集 合 是 连通 的 ，Steinet 树 
问题 仍 是 NPC 的 。 

16。 下 询问 题 称 为 最 少 掀 边 二 分 子 图 问题 ， 代 号 MINEDB 
(Minimum edge-deletion bipartite subgraph): 

输入 : 图 G(V,E)， 自 然 数 。 

间 ， 是 否 存在 边 子 集 忆 ,使得 GCLV, 巨 -人 是 二 分 图 、 
县 IEI< 如 

证 明 ，MINEDBENPC。 

17. 下列 问 题 称 为 等 分 最 小 断 集 问 题 , 代号 MINCES 


(Minimum cut ifto equal-sized)s 
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” 输入 图 G(V,E), 二 顶 s , 1 ， 自 然 数 。 

间 ， 是 否 存在 入 的 划分 5,5, 使 得 |S| =13|,s€S,tE5， 且 

1{uv|aS,vES}I ER? 

证 明 。，MINCESENPC。 

18.。 证 明 网 络 中 的 最 大 流 28 算法 中 能 否 只 用 名 条 可 增 载 轨 
得 出 的 问题 是 NPC 的 , 

19, 成 独 整 流 问 题 代号 IEWWB(Tniegrafl flow with 
bundles): 

在 最 大 流 河 题 中 ，“ 捆 儿 ” 是 指 边 子 : 集 Bi,8B8,,…,B,， 分 
别 具 有 捆 容 量 C,C，,…,C;， 流 了 要 满足 对 每 个 捆 B1，i = 1， 
2 sh, fle)<C,， 且 对 每 个 项 vk-{s,t}， 流 入 与 流 击 
相等 ， 问 是 否 存在 满足 需求 及 之 流 f? 

证 明 ，IF WBENPC. 
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17 拟 阵 与 图 
17.1 定义 与 例 


拟 阵 在 计算 机 科学 及 系统 理论 中 的 应 用 日 益 增 多 。 本 章 介绍 
它 的 一 些 性 质 及 其 与 图 论 的 联系 。 

在 线性 代数 当中 ， 有 如 下 的 替换 定理 ， 太 是 一 个 线性 空间 ， 
8, 与 了 ,是 天 的 两 组 基 ， 那 么 对 8, 中 任 一 向 量 e, 可 找到 8B 
中 一 个 向 量 上 ， 使 得 (3, ~ {e}) U {内 也 是 依 的 一 组 基 ， 

在 图 论 中 亦 有 类 似 的 事实 。 

定理 1 G 是 连通 图 ，7:, 与 了 , 分 别 是 G 的 生成 树 ，Vec 
ECT,)， 则 3 习 fEE(T,)，3(T ,~e)+f 了 是 G 的 生成 树 。 

证 若 etE(T,)， 则 定理 自然 成 立 . 着 eEE(T,)， 则 e 的 
端点 非 一 次 ， 且 ECT,)-E 上 (TGB， 记 了 ,~T,=E(T,) 
-ET ,把 了 ,一 了 ,中 的 边 分 别 添 入 了 而 得 的 各 个 图 中 必 有 一 
个 圈 C 含 e， 否则 ， 分 别 删 去 所 得 各 图 中 不 属于 了 ,的 的 边 得 
了 了,， 但 eEE(T,)， 未 被 册 去 ， 这 是 不 可 能 的 。 显然 ,，C 上 必 有 
一 边 fE(7.)， 但 JEE(T)， 于 是 ， 从 C 上 删除 后 得 了 一 e 
+ 了 仍 为 G 的 生成 树 。 证 毕 。 

我 们 把 定理 1 的 事实 抽象 成 集合 的 语言 ， 引 出 氢 阵 的 概念 。 

定义 1 (E， 绍 ) 为 有 康 偶 ， 其 中 是 非 空 有 限 集合 ， 才 2 
是 瑟 的 一 些 子 集 组 成 的 非 空 族 ， 称 多 中 每 个 子 集 为 医 ， 且 满足 

(家 :) 每 个 莫不 是 别 的 每 的 次 于 集 ， 

( 绍 ,) 车 8B, 与 :是 若 , YeEB,, 则 3f€B,,3(B8,-{e))U 

{ 凡 也 是 基 。 
这 时 我 们 称 《E， 绍 ) 是 一 个 拟 阵 ， 记 成 MM= (五 家)。 
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由 《 移 ,) 易 见 ， 对 中 任 二 个 基 8,,B,, 必 有 1B3,|=1B,|， 
我 们 称 这 个 数字 为 村 的 秩 。 

车 G(Y，E) 是 一 个 图 ， 由 如 的 各 个 生成 林 的 边 集 为 基 则 构 
成 一 个 拟 阵 M(G) = (E(G)， 胸 )。 通常 称 M(G) 为 图 G 的 转 氢 
阵 (Circuit matroid)。 

车 是 向 生 空 间 中 一 个 非 室 有 限 向 量 集 ，L(E) 是 由 五 线性 
生成 的 子 空间 ， 则 的 任何 一 个 线性 无 关子 集 ， 当 它 能 线性 生成 
工 (E) 时， 便 作 为 一 个 茜 ， 这 样 的 直 之 全 体 记 成 细 ， 于 是 (加 
朋 )》 也 是 一 个 拟 阵 ， 称 为 向 量 拟 阵 。 

在 拟 阵 中 ， 忆 的 一 个 子 集 称 为 无 关 的 ， 是 指 它 是 拟 阵 某 个 基 
的 子 集 。 基 即 为 极 大 无 关 集 。 任 何 一 个 拟 阵 ， 都 可 由 它 的 极 大 无 
关 集 唯一 决定 。 对 子 向 量 搬 阵 ， 互 的 一 个 子 集 为 无 关 集 的 充 要 条 
件 是 ， 当 把 互 的 这 个 子 集 的 元 素 视 为 向 量 空间 的 向 蝇 时 ， 它 们 是 
线性 无 关 的。 与 此 相仿 地 ， 若 G(F， 瑟 ) 是 图 ， 则 他 (G) 的 无 
关 集 便 是 @G 的 不 含 圈 的 边 常 ， 即 导出 G 含 有 的 林 的 边 集 。 

一 个 拟 阵 可 以 用 它 的 无 关 集 来 描绘 、 所 以 可 以 用 无 关 党 来 叙 
述 拟 阵 的 定义 ， 

定义 2 ”一 个 报 阵 对 是 一 个 有 序 偶 〈E，.Z), 其 中 瑟 是 非 空 
有 限 集 ，.9 是 也 的 一 些 子 集 的 非 空 族 ， 其 中 每 个 子 集 称 为 无 关 
集 ， 无 关 集 满足 

(.Z1) 无 关 集 的 子 集 是 无 关 集 ; 

(.Z2》 了 与 了 是 两 个 无 关 集 ， 县 171>171， 则 在 7 了 中 有 一 个 
元 素 。， 它 不 在 了 中 而 能 使 1U {e} 是 无 关 集 . 

注意 ， 用 此 定义 时 ， 可 把 一 个 天 定义 为 一 个 极 大 无 关 集 ， 反 
复 使 用 《92)》 于 任 一 无 关 集 ， 便 可 把 它 扩充 为 一 个 基 。 

容易 证 明 ， 在 定义 寺中 ， 规 定 每 个 基 的 子 党 为 无 关 党 ， 则 瑟 
连同 它 的 全 体 无 关 集 自动 地 满足 定义 2 。 反 之 ， 在 定义 2 中 ， 按 
其 后 “注意 ”引入 基 时 ， 连同 全 部 基 也 满足 定义 1 ， 故 定义 1 
与 定义 2 是 等 价 的 。 
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著 轩 = (E，.Z) 是 一 个 拟 阵 ， 五 的 一 个 子 集 不 是 无 关 集 时 ， 
称 之 为 相关 集 ， 极 小 的 相关 集 称 为 图 ， 对 于 M (C)， 它 的 每 个 图 
正 是 圆 @ 中 的 圈 。 

落 于 = (E，.Z)，ASE， 则 A 泊 含 的 最 类 无 关 集 的 阶 数 检 
为 4 的 秩 ， 记 为 (4)。 前面 说 的 氢 阵 放 的 秩 ， 用 秩 画 数 表示 印 
为 P(E)。4 为 无 关 集 的 充 要 条 件 是 P(A) = 141. 

(定义 3 一 个 拟 降 好 是 一 个 有 序 偶 《E，p)， 其 中 是 非 空 
有 限 集合 ， 7 是 定义 在 EF 的 矫 集 合 上 的 整 值 函 数 ， 且 满足 

(p1) 0 所 p (4 所 1A1 对 互 的 每 个 子 集 4 成 立 ; 

(p2) 着 4SESBEE, 则 p(4) 护 p(B)， 

(p3) 对 任何 4 ,BSE,p(AUB)+p(ANB) Sp(Ad) + p(B). 

定理 2 定义 3 与 定义 2 等 价 . 

证 设 寻 = (E，.Z) 是 定义 2 中 的 报 阵 ， 规 定 pP(4) 为 含 于 
4 的 最 大 无 关 集 中 元 素 个 数 ， 则 《p1) 与 〈p2) 成 立 。 下 证 (p3) 
刘 成 立 。 设 丈 是 -41 吾 的 极 大 无 关于 集 ， 由 于 改 是 4 的 无 关 了 村 
集 ， 它 能 扩充 为 4 的 一 个 极 大 无 关子 集 Y， 再 扩充 为 4UB 的 一 
个 极 大 无 关子 集 2 ， 因 为 XU(Z~ 了 ) 是 B 的 无 关子 集 ,由 (p2)， 
PBSPCXUZ-T)=|XI+IZI -lI=p(ANB) +o(AU 
B)-p(4)， 故 《p3) 成 立 。 

反之 ， 设 M= (E，p) 是 定义 3 中 的 拟 阵 ， 规 完工 的 子 集 有 4 
是 无 关 集 的 充 要 条 件 是 (4)=141, 营 A1 卫 BB，A1CA4， 当 有 4 
为 无 关 集 时 ,4=A4,U(4- A441), 若 PC(41)<141), 因 p(A~A1) 
所 |4- 41=141-14|， 故 141=p(4)=plA,U(4- A,)) 
=p(A1U A- AN) +PAN A- AN) Eo A) tp(A- A,) 
1441+141-1441=141, 乞 盾 . 故 p(C42)=141， 4 是 无 
关 集 ， 即 〈.91) 成 立 。 下 证 〈.92)》 成 立 。 设 了 与 了 是 无 关 集 时 
| 如 > 于。 用 反 证 法 ， 设 p(T) = 和， 并 设 对 每 个 属于 而 不 属于 
了 的 元 素 e ， 都 有 P(TU{ej) = 那么, 若 e 与 了 都 属于 了 而 不 
癌 于 TT， 则 由 〈p3)》 知 
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PUU{e}U{f) SoU U {ey) +p(lU{f}) -PCD = 局 
由 此 得 PC(TU {e} U {有 }) =&。 继 续 这 种 程序 ， 每 次 添 入 了 的 一 个 
新 元 素 ， 由 于 每 一 步 得 到 的 集合 秩 皆 为 上 ,最 后 得 p(TUJ) =&。 
由 (p2)》 知 p() bh, 与 ec(CD = > 中 =p(D =& 却 丑 。 所 以 
在 7 中 存在 一 个 不 属于 了 的 元 素 /， 使 得 cGU{A) =k+1 
= | 了 1 +1。 证 毕 。 

所 谓 氢 阵 于 = (已 , p) 的 琶 《loop)， 是 指 E 中 满足 p({e}》 
=0 的 元 素 e。 ， 寻 的 一 对 平行 元 案 是 指 瑟 中 一 对 元 素 {e, 及 ,e， 了 
皆 非 环 ， 但 P({e， 凡 ) = 1. 在 图 的 圈 执 阵 M(G) 中 ， 这 坚 说 的 
环 与 平行 元 素 分 别 是 图 的 环 与 童 边 。 

下 面 介绍 几 种 重要 的 特殊 拟 阵 。 

《1 》 平 凡 拟 阵 只 有 空 集 这 一 个 无 关 集 的 拟 阵 ， 它 是 一 个 
牧 为 0 的 拟 隆 。 

(2 ) 离散 拟 阵 瑟 的 每 个 子 集 疹 无关 集 的 拟 阵 。 

离散 执 阵 只 有 一 个 基 ， 它 是 如 本 身 ， YASE,p(4) =|4]。 

(3 》 均 匀 拟 阵 全 部 基 即 为 巨 的 全 体 & 元 子 集 时 ， 称 氢 阵 
为 巨 上 的 久光 名 报 阵 。 

平凡 拟 阵 与 离散 氢 阵 缘 均 与 氢 阵 的 苦 例 ， 

(4 ) 同 构 氢 阵 ,= (EE,，,)， 肝 ,= (EE,，.Z,) 称 为 
同 构 拟 阵 ， 指 存在 可 逆 映 射 了 ， EE, 一 上 ,， 使 ,中 的 元 素 组 成 
的 子 集 在 加, 中 为 无 关 集 ， 当 且 仅 当 它 在 £; 中 的 象 是 M: 中 的 
无 关 集 。 、 
《5 ) 可 图 拟 阵 若 拟 隆 对 与 一 个 图 @ 的 圈 撤 阵 园 构 ， 则 称 
拟 阵 加 为 可 图 拟 阵 。 

例如 在 E={1,2,3} 上 ,以 $， {3}，{2}s {3}， 711,2), {lg 
3} 为 无 关 集 的 拟 阵 村 与 图 17,1 中 的 图 G 之 圈 拟 阵 村 (G》 启 鬼 ， 
此 拟 阵 对 为 可 图 拟 阵 。 

但 并 韭 每 个 拟 阵 者 是 可 图 能 ， 例 如 4 元 素 集合 上 2- 均 与 拟 
阵 不 可 图 
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《6 ) 图 的 荐 集 报 阵 与 补 可 图 氢 阵 
设 G(V，E) 是 一 个 图 ， 拟 隆 〈 下 ，.9) 中 ，.Z 是 巨 的 如 蜂 
子 集 族 ， 的 任何 和 人 为 


子 集 ， 记 之 为 M*(G),， 称 为 图 G 
制 集 拟 阵 。 关 一 个 拟 阵 与 六 人 CC > 
害 集 执 阵 同 构 ， 则 称 比 执 阵 为 补 可 
拟 隆 。 

下 面 验证 制 集 拟 阵 清 足 拟 阵 完 
义 。(.21) 自然 成 立 。 下 面 证 明 (82) 亦 成 立 。 设 了 与 了 都 是 
-zx 的 子 集 ， 且 < 了 |，fe oss 5}=I07, T= fen 
<I 知 g-p>p-&. 著 TuUfeijG=p+l， …，9) 迪 不 局 
子 .Z， 那 么 这 4~p 个 集合 痢 以 G 的 刻 集 为 子 集 , 由 于 了 是 无 关 
集 ， 故 了 U{e,) 所 舍 的 G 之 害 集 不 会 是 fei，…seiy 1} 的 子 集 ， 
它 必 含 有 {esrss or) 由 的 菜 些 边 ,而 IUfe1) Oi i 到 
+1，…， 9 中 的 值 》 中 所 全 的 G 的 逢 集 与 TU{e,} 所 含 者 不 
同 ， 即 它 所 含 的 {e,41，-…，e 小 中 的 边 与 了 U el] 所 全 者 不 同 ， 
但 g-p>p- 朋 政 拓 。 散 必 有 oc，cEl， 使 得 IUfe] 仍 为 无 关 
集 . 

C7》 可 平面 执 阵 嗓 是 可 轩 的 又 是 补 可 图 的 氢 阵 叫做 可 平 
泗 执 隆 ， 

《8) 可 表示 拟 阵 

训 是 集合 玉 上 的 拟 阵 ， 称 M 在 域 天 上 是 可 表示 的 ， 指 存在 下 
上 的 一 个 商量 空间 以 及 映射 pt >V，， 它 具有 以下 住 质 ， 4 
< 玉 在 避 中 为 无 关 的 , 即 9 在 4 上 是 -一 对 应 生 9(4) 在 中 线 从 
无 关 . 当 F 取 0-1 二 元 域 时 ， 称 作为 二 分 执 阵 .在 每 个 域 上 党 可 
表示 的 拟 阵 叫做 正则 报 阵 ， 有 的 拟 阵 在 任何 域 上 其 不 是 可 表 
示 的 。 


图 17.1 


玫 G(7 ， 殖 )》 的 圈 拟 阵 M(G)》 是 一 个 二 分 拟 阵 . 事实 上 ， 
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在 关联 阵 中 每 条 边 对 应 的 列 向 量 为 0-1 向 量 ， 一 些 边 组 成 一 个 图 
于 ， 对 应 的 向 最 之 和 为 零 向 量 《〈 在 0-1 二 元 域 中 计算 》 。 
《9) 二 部 拟 阵 与 Euler 拟 血 
一 个 拟人 阵 的 每 个 图 都 由 偶数 个 元 素 组 成 ， 则 称 它 为 二 部 氢 
阵 ， 若 巨 是 一 些 无 公共 元 素 的 图 的 并 ， 则 在 人 梨 合 E 上 的 拟 阵 称 
为 Euler 拟 阵 。 
(10) 于 拟 阵 
对 是 定义 在 集合 己 上 的 拟 阵 ，4EE， 对 在 4 上 的 限制 记 成 
计 xA， 是 指 如 下 拟 阵 ， 它 的 圈 恰 好 是 村 含 于 A 的 图。 对 到 -4 前 
收缩 记 成 MM 。A， 是 指 如 下 的 拟 阵 ， 它 的 图 是 集 族 {C1 门 4} 的 极 
小 元 ， 其 中 Cs: 是 及 的 图。 它们 对 应 于 在 一 个 图 中 珊 去 某 些 边 及 
把 某 些 边 收 缩 掉 。 
某 拟 阵型 经 有 限 次 限制 与 收缩 得 到 的 拟 阵 叫做 赣 的 子 拟 阵 。 


17.2 拟 阵 与 图 论 


定义 4 车 开 = (E，p) 是 用 秩 丁 数 定义 的 一 个 所 阵 ，M 的 

对 偶 氢 阵 M* 定义 如 下 ，M” = (E，p*)， 对 ACSE，p* 满足 
p*(A)=|Al+p(E- A}~o(E). 

定理 3 M*= (EE，p*)》 是 EE 上 的 一 个 氢 阵 。 

证 我 们 对 p* 验证 定义 3 中 的 《pl1)，(p2)，(p3) 三 个 条 
件 。 设 4SB， 由 pr* 的 表达 式 得 

p(B)—p*(A)=1BI- IAl+p(E-B)-o(E-4), 
令 B,=E-B, A=E-A, BISA,, p(A) <p(A,-B) 
+p(BD) 或 2(B) -F(A)-p(41~B1) = -p(B8-4), 代 回 原 
式 得 p*(B)-p* (4A)=1BI-lAl+p(B,)-p( A YBI- {Al 
一 p(B 一 加 ,由 (p1》 知 此 式 不 小 于 0 ,从 而 AESBEE 时 ,p*(B) 
宇 2*(A)， 即 p* 满足 《p2)。 > 

为 了 验证 (pl)， 首 先 易 知 P" (4 委 |41, 又 由 《po3) ，P(E7 
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+p($) SPA +p(E-— A MpE)-pE-A<p A ENAI ,网 
而 o*( 4) 兰 0， 
最 后 验证 p* 满足 (13)， 对 任何 4，BEE， 
L(AUB) to (ANB)=1AUBI+IANBI 
+o(E- (AUB)) tp(E -CANB)) -2p(E) 
= 1Al+1B8]+p((E- MDE-B)) 
+p((E- A UE-B))-2p(E) EIAI+1B! 
+p(E—-A)+p(E- J -20(E) 
=p*(A) + p(B), 
-证 毕 。 
定理 4 MM* 的 基 是 Mf 的 基 的 补 集 . 
证 若 B* 是 M* 的 基 ， 往 证 E-B* 是 MM 的 基 . 由 于 B* 在 
Mr 内 是 无 关 的 ，1B*1=p*(B*), 因此 p(tE-B*)=p(E), 二 
是 只 翻 下 要 证 已 ~ B* 在 村 中 是 无 关 的 。 由 于 B* 是 M* 的 基 ， 客 
PB*) = pr (E), 于 是 p* (E)= |E|I+p($)~p(E)= EI-p(E), 
邦 |B*I+p(E- BY)- eB)= |EI-p(E), PE- B*)=|E-B*|, 
证 毕 。 
每 个 拟 阵 都 有 唯一 的 对 偶 ， 而 日 CM*Y*=M. 
定理 5 G 是 一 个 图 ， 则 M*(G)= CM (G))*。 
证 由 于 M“*(G) 的 图 都 是 G 的 割 集 ， 我 们 必须 验 让 C* 妨 
CM (G))* 的 图 的 充 要 条 件 是 ，C* 是 G 的 割 集 。 车 C* 是 G 的 制 
集 ， 而 C* 在 (MG)) 中 是 无 关 集 ， 那 么 C 可 以 扩充 为 
CM (GY)* 的 一 个 基 BY。 由 此 得 C* 个 (Bt) = 用 和 而 竺 何 估 
集 与 生成 林 有 公共 边 ， 这 里 五 - B* 正 是 G 的 一 个 生成 宁 ， 由 此 
得 矛盾 。 于 是 C* 是 〔M(G))* 中 的 相关 集 , 它 含有 (MM (G))* 
的 一 个 圈 。 
反之 ,车 D* 是 《MCG))* 的 一 个 蜂 , 则 DD* 不 含 于 (M (G))* 
的 任 一 基 内 ,由 此 ，D* 与 相 (G》 的 每 个 基 都 有 公共 边 , 即 D* 与 
G 的 每 个 生成 林 都 有 公 哄 边 , 所 以 D* 含 有 G 的 一 个 市 集 。 
311 


证 尝 。 

若 拟 阵 于 的 一 些 元 素 组 成 的 集合 形成 凡 * 的 一 个 圈 ， 则 称 这 
个 集合 形成 M 的 一 个 补 团 . 由 定理 5 知 ， 图 G 的 圈 拟 阵 的 补 圈 洽 
杂 是 G 的 制 集 。 还 可 仿 此 定义 村 的 一 个 补 基 为 M* 的 一 个 基 ， 以 
及 相应 的 补 秩 、 补 无 关 集 等 等 。 我们 还 可 指出 ， 拟 阵 村 是 “ 补 可 
图 的 ”的 完 吏 条 件 是 帮 * 是 可 图 的 ， 引 入 “ 补 概念 ”， 我 们 便 可 
以 集中 注意 拟 阵 村 ， 不 必 分 心照 顾 M*。 为 说 明 这 一 点 ， 我 们 证 
明 下 烈 结 果 在 拟 阵 方面 的 类 似 结 果 。 

命题 1 了 是 圈 G 的 生成 林 ， 则 ，〔〈1 ) G 的 每 个 齐集 都 与 
卫 有 一 条 公共 边 ! 〈 2 〉G 的 每 个 图 都 与 5 关于 G 的 补 图 《从 GG 
中 国 去 各 边 得 的 图 ) 有 一 条 公共 边 。 

以 上 结果 在 拟 隆 中 的 类 似 结果 有 

定理 6 拟 阵 的 补 圈 与 基 相 交 . 

证 设 C* 是 所 阵 叶 的 补 圈 ，B 是 人 的 基 ， 卫 C*NB=4， 
邮 C* 仿 于 忆 -B 内 ， 作 为 M* 的 图，C* 含 于 放 * 的 一 个 东 内 ， 
逆 盾 . 证 毕 。 

推论 1 拟 阵 的 图 与 补 基 相交 。 

我 们 看 到 ， 用 拟 际 的 观点 ， 上 述 命题 1 的 《1) 与 (2) 实 
际 上 是 一 个 结果 的 两 种 对 偶 形 式 ， 在 氢 阵 论 中 只 需 证 归 一 个 结果 
并 用 一 下 对 偶 性 即 可 。 

作为 扬 阵 论 引 入 简化 的 进一步 的 例子 ， 我 们 考虑 下 而 的 

命题 2 〈1) 车 圈 G 的 两 个 不 同 的 图 都 含有 同一 条 边 。， 则 
G 有 一 个 不 含 e 的 圈 ，〔2〉 把 图 改 成 嘎 集 ，〔 1 ) 仍 成 立 。 

在 拟 阵 论 中 ， 车 我 们 证 明了 关于 轿 的 结果 之 后 ， 再 把 它 用 于 
MM*(G)， 立 即 得 出 关于 割 集 的 结果 ， 反之 ， 亦 可 利用 对 侦 性 , 由 
关于 割 集 的 结果 归结 出 关于 图 的 结 采 。 

下 面 讨论 有 关 平面 图 对 侦 狗 的 问题 ， 在 第 了 章 中 ， 我 们 给 册 
过 平面 图 的 几何 对 侦 图 的 定义 ， 下 面 引入 图 的 抽象 对 侦 的 概念 。 

定义 5 图 G 的 扫 象 对 个 ， 记 成 G*， 是 指 这 痒 一 个 图，G 
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与 G* 的 边 之 间 一 一 对 应 ， 使 得 G 中 一 个 边 子 集 构成 G 的 一 个 图 
的 究 要 条 件 是 ， 此 边 子 集 对 应 的 G* 中 之 边 子 集 形成 G* 的 一 
训令， 本 7.2 天 出 个 图 人 及 其 拍 军 对 偶 @ 


图 17.2 

下 画 对 可 平面 图 币 言 ， 其 几何 对 但 与 抽象 对 个 ， 如 何 可 作为 
拟 阵 中 对 偶 作 的 推论 而 引入 。 

定理 7 G* 是 局 图 的 抽象 对 偶 ， 赠 MC(G*) 与 CC))* 司 
掀 、 

证 由 于 G* 是 G 的 所 象 对 偶 ， ECG》 与 台 (G*) 之 闻 有 --… 
对 应 ,使 台中 的 图 对 应 于 G* 中 的 割 集 ,反之 认 然 。 由 此 得 人 MM(G》 
的 圈 对 应 于 M(G*) 的 补 转 ， 由 定理 5 ,M(G") 与 《于 (G)) 辣 
构 。 证 毕 . 

推论 2 G* 是 连 束 平面 转 G 的 凡 何 对 偶 ， 则 以 (C 7) 

(CMG))* 周 构 。 

证 先 证 G 的 一 个 圈 对 应 于 G* 的 一 个 割 集 ， 反 之 ，G” 中 
任 一 割 集 对 应 于 G 中 一 个 图 设 C 是 G 中 一 个 图， 则 C 包 转 了 G 
的 一 个 或 几 个 有 轩 区 域 ， 故 其 内 含 G* 的 非 室 顶 子 集 。 册 此 ，G* 
与 C 交叉 的 那些 边 ， 形 成 G* 的 割 集 ; 反之， 把 G* 的 割 集 删除 
后 ， 得 到 含 两 个 连通 片 的 图 ， 其 中 一 个 连通 片 的 顶点 乐 不 含 与 G 
的 无 界 区 城 对 应 的 项 点 时 ， 围 了 这 个 项 点 集 所 对 应 的 G 的 各 区 城 
的 外 图 边 ， 即 是 此 割 集 所 对 应 的 G 中 的 项 ， 由 定理 7 知 推论 2 成 
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是 


立 ， 证 毕 。 

一 个 平面 图 可 能 有 不 止 一 个 互 不 同 构 的 对 偶 ， 而 拟 阵 的 对 偶 
是 唯一 的 。 可 以 验证 ， 若 G* 与 G' 是 G 的 两 个 对 偶 ， 则 G* 与 G/ 
名 图 氢 阵 是 同 构 的 氢 阵 。 


习 题 


1. 下 = {c,5，esdy elj， 找 出 妃 上 满足 下 列 条 件 的 投 阵 ， 
《1)》 EE 有 唯一 的 识 ，【《2) 空 集 是 唯一 的 基 ; 《3 ) 互 的 怡 含 
三 个 元 素 的 子 集 的 全 体 组 成 基 集合 ， 对 每 个 拟 阵 ， 写 出 它 的 无 关 
集 、 图 如果 有 》 以 及 牧 函 数 。 

2。G,，G， 如 图 17.3 所 示 ， 写 出 图 氢 阵 M(G,) 与 MM(G,) 
的 区 、 图 以 及 泡 关 集 。 


a G2 


图 17.3 

3. 凡是 互 = {a,b,c,d} 上 的 拟 阵 ， 企 部 基 为 {a,8}，{4,c)， 
0,4)，{8,0}，{6,d)，{csd)， 写 击 放 的 全 部 轿 ， 并 引 凤 结论 : 
尘 不 是 任何 图 G 的 圈 拟 阵 . 

4。 利用 性 质 《 知 1)( 络 2) 证 明 ，《1》 集合 EB 上 的 氢 阵 
任何 两 个 基 含 同样 多 的 元 素 ! 《2) ASE， 则 4 的 任何 两 个 家 
大 无 关子 集 内 含有 同样 多 个 元 素 。 

5。 怎样 把 图 的 基本 圈 集 的 定义 推广 到 氢 阵 去 ? 

6。 证明 ， 所 隆基 记 可 定义 为 一 个 有 序 侦 (EE,B)， 其 中 8 为 
非 空 有 限 集 ，% 是 的 菲 空子 集 的 一 个 族 《其 中 每 个 非 空子 集 称 . 
为 图 ) ， 它 潢 足 ，《1 ) 每 个 图 都 不 是 区 的 真子 集 ， 2) C,， 
C: 是 售 边 。 的 两 个 图 ， 则 C,UC, 中 有 一 个 圈 ， 它 不 含 e 。 
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7。 区 = {fe,b}， 若 同 构 的 拟 阵 不 加 区 别 ， 则 互 上 褒 有 四 个 所 
阵 ， 试 把 它们 的 基 、 无 关 集 和 图 写 出 来 . 

8.。 互 = (ab,c}， 落 同 构 的 氢 阵 不 加 区 别 ， 则 互 上 答 有 8 个 
氢 阵 ， 写 出 它们 的 基 、 无 关 集 与 图 。 

9。 证 明 可 图 氢 阵 几 (KK,》 与 村 (KK,,，》 都 不 是 补 可 图 的 。 

10，M 是 集合 E 上 的 拟 隆 ,， 且 AESBSE, 则 }(1)(MxB) 
xA=MxA; (2) (M*B).A=M"A, 

11。 车 氢 阵 必 满 足下 列 性 质 中 任 一 性 质 ， 则 避 的 任何 子 氢 降 
也 满足 同一 性 质 : (1) 可 图 的 ，《 2》 补 可 图 的 ， 《3 》 二 分 
的 ; 《4》 正 则 的 、 

12。《1) 证 明 离 散 拟 阵 的 对 偶 是 平凡 拟 阵 ! 〈2 》 ?元 素 

合 上 的 和 -均匀 拟 阵 的 对 侦 是 什么 ? 

13。 求 第 8 题 中 的 8 个 拟 阵 的 对 偶 。 

14。 下 列 拟 阵 的 补 图 与 补 基 是 什么 ? 

(1)》 九 元 索 集 上 的 3- 均 匀 - 拟 阵 ，《(2) 图 17.3 中 G, 与 
G, 的 图 拟 阵 。 


315 


习题 答案 或 提示 


第 1 容 ; 
也 了 

2 的 故 有 e(G)<( ，). 

3 (2》 9# 个 顶 的 轨 与 4 个 顶 的 星 状 图 边 数 亦 同 ,但 不 同 均 。 

5 N-2. 

6 设 3, 与 9, 是 任意 划分 成 的 两 个 集合 ， 以 {1，2，3， 
4，5} 为 顶 集 作 扩 ,， 当 且 仅 当 顶 # 与 = 满足 |4 -ucS5 =12) 
时 ， 把 边 ao 染 成 了 色 . 车 123451 与 135241 分 别 是 1 色 与 2 色 
的 同色 五 边 形 ， 则 ! 与 4 在 同一 个 集合 ，2 与 3 在 另 一 集合 ， 这 
时 命题 成 立 ， 不 然 ， 会 出 现 同色 三 角形 Auvw， 设 x=4 一 v2>0D， 
2 了 =z-um， z=4-u 则 x，3，z 在 同一 集合 ， 且 x+3=z>。 

7 以 人 为 顶 点 ， 两 人 为 朋友 时 ， 相 应 的 本 顶 之 间 连 一 条 
边 ， 若 任 二 人 朋友 数 相 异 ， 依 题 意 , A>vy-1(v 是 人 数 ) ， 而 
A=v-~1 时 ， 必 有 52>1， 从 而 A 一 8+1<<!， 这 与 各 项 次 数 相 异 
小 盾 ， 而 A>v 一 1 亦 不 可 能 . 

8 ”以 人 为 项， 相识 时 ， 之 问 连 一 条 边 。 

10 必要 性 不 足 道 . 由 0 定义 四 :CG)>BUD)， 便 uw& 
(GQ) 和 0(w)0Cu)EELH) 对 应 ， 于 是 由 可 着 ， 且 出 c(e) = 如 的 
充 要 条 件 是 岁 z( 中 (e)) = (09(o) ， 


11 充分 性 显然 成 立 ， 由 e(K。) =(》)， 从 而 不 是 完全 图 旦 


= [2 ) 的 图 中 一 定 有 重 边 或 环 ， 与 G 是 单 图 于 盾 。 
12() 设 G 的 顶 划分 为 二 ，|1=?-m Iris=m 则 
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e(GJ elk) = -me 妆 ， 


14 总 盘 数 =e(K,) = 


16 者 图 中 无 图 ， 考 虑 其 最 长 妆 ， 此 罗 两 个 端点 必 为 一 


17 以 运动 队 为 顶 ,两 队 赛 一 局 , 则 在 二 队 之 间 连 一 边 。 再 用 
2e(G)= 总 dlo) 来 证 明 ， 这 里 e(G)=n+1。 


vey 


18 令 Gi=G[A4]， 把 惟有 一 个 端点 在 4 内 的 上 条 边 之 另 一 
端点 重合 成 一 个 端点 " 。 把 这 卢 条 边 与 顶 并 入 G, 得 图 G:， 再 
根据 G, 中 奇 次 顶 之 个 数 是 偶数 即 可 得 证 ， 

19 ”以 28 个 点 为 项， 只 要 两 个 顶 在 周一 个 加 内 ， 则 此 二 顶 
相 邻 ， 得 到 一 个 图 G 。 我们 只 需 再 证 明 G 是 连通 的 ， 结 合 每 个 顶 
次 数 不 小 于 ” 。 

20 先 证 此 图 必 有 一 个 轿 C ,用 最 长 轨 方 法 证 . 著 3uV(G)， 
但 vEC， 则 C 上 有 三 次 以 上 的 顶 ， 

21 ”两 个 三 角形 . . 

22 2 个 

23 用 维 立 方 体 与 0-146 维 向 量 一 一 对 应 , 而 后 者 怡 为 2: 个 。 
在 上 述 名 维 向 量 中 ， 固 定 -1 个 些 标 后 ， 在 名 维 立方 体 中 ,对 
应 两 个 顶 ， 这 二 顶 相 邻 ， 故 se= Ck-'2:-' = 如 1"'。 按 每 个 顶点 
华 标 和 的 奇 假 性 ， 把 项 划分 成 两 个 子 集 ， 即 可 验证 其 为 二 分 图 。 

24 天: 是 无 边 图 ，K%， 是 尺 ,与 KK, 的 并 。 


25 eCG) fe(G-) =e(K,)= i vy -1)， 又 GG'， 故 
a(G)= -了 -D， 而 ?与 ?1 中 有 -一 阁 数 ， 从 而 "=0 
1 nodt, 
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26 这 种 图 y=。=5。 共 有 两 个 ,一 个 是 五 边 形 ， 另 一 个 是 
五 边 形 删 去 一 条 边 后 加 一 对 角形 使 其 含 三 角形 

30 六 :ri 

31 设 G 中 4 个 顶 的 导出 子 图 有 吉 条 边 。 €: 与 v1 是 G 中 任 


总 两 个 项 、 在 G- ui 中 "个 顶 的 导出 子 图 共 人 "7 1) 个， 在 G 


一 J, 中 任 一 边 40 在 这 (” 3!) 个 + 顶 导出 子 图 中 取 到 的 次 数 为 G- 
一 to 可 中 取 we 2 个 顶点 的 导出 子 图 的 个 数 亿 二 3)、 于 是 有 


sz(G) -do)=e(G- oe) 1 )/€-3), cy 


a(G}—d(y) -dv tar=e(G- {v0;,01)) 


一 2 -4 
-of 人 -分 (3》 
其 中 
上 vvEE(G), 
Qii= 
0 ， 否 财 。 
《3) ~ (D - (2) 得 a14 与 i， 的 取 法 无 关 ， 于 是 


{x ai1= 0 
Ge 
K,, oi=1, 


32 由 2 二 忆 d(o) =2e<vA 即 得 证 。 
ET 

33 上 XI=kIY|=e， 故 |X1=1Y1。 

34 ”必要 性 显然 成 立 ， 对 子 充 分 性 ,车 d, = 28， 则 在 "处 
作 上 个 环 ; 若 d=21+1， 则 在 顶 v, 处 作 ! 个 环 ，d; 为 麻 数 的 
项 可 以 配对 后 以 边 相 连 ， 子 是 得 图 避 ， 其 次 数列 恰 为 d,，d，， 
de 
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35(a》7，6，5，4，3，3,2 若是 图 序列 ， 则 此 图 7 个 顶 , A 
所 6， 而 今 d(v1) =7; 6，6，5，4，3,3,1 若是 图 序列 , 此 图 7 个 
顶 ,又 dlv1) =d(v,) = 6， 于 是 v，，v, 与 每 ' 个 项 滑 . 相 邻 ， 故 
YEG，d() 之 2， 而 d(v;) =1， 泽 盾 。 


(6b) 村 qi 显然 成 立 。 又 & 个 顶 导出 的 子 图 次 数 之 和 < 


i=1 


一 了 )， 简 下 的 Vir 9…，Y，s 可 以 给 予 u，…pz 最 大 的 可 能 次 数 


之 和 总 min{h di}， 族 


i 
4 。 
室 dis<pe+D+ DD min(k, d;}, 
er re 
36(o》 必 要 性 ，G 为 单 图 ,d(0;)=d/，i=1,2,…,n，() 与 
加 1 关联 的 边 为 010;，…，v194m， 则 G~v 的 图 序列 是 4 . 
《2) 车 zi 关联 的 d, 条 边 中 有 upi 且 j>>d;+1, 令 
jo= max{jlv vtEG)}>d, +1, 
io= min{ilv veEBG)}<d, +1, 


则 workEE(G) ji 时 vv EE GO) ,vv EEC) ii, 
VUE(G) ,因为 di;, 字 di,,304,04, 与 ai 不想 邻 ,否则 ddi。 
+1>di,, 矛盾 ， 邻 G =G-{ooitaigt+feiiotaspij， 
G' 与 G 的 图 序列 紫 为 4d， 只 是 G 的 ji 小 而 i 大 了 , 如 此 继 
: 续 ， 可 化 成 (1) 。 

充分 性 : 设 G' 的 图 序列 为 ,在 G' 上 加 入 异 于 G’ 顶点 
za bit 的 新 顶 v1， 而 在 v0, 与 0，,， Vs，*…，vV4u+1 之 间 连 
上 边 ， 得 图 G， 则 G 的 图 序列 为 d 。 

37 著 太 是 G 中 边 数 最 多 的 二 分 生成 子 图 ， 可 以 证 明 瑟 即 为 
所 求 . 

38 取 V(G)=S，S 中 两 顶 相 邻 当 且 仅 当 两 点 相距 为 1， 
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引用 这 4d(v) = 2 可 得 证 。 


Er 

40 令 忆 是 最 长 轨 ， 若 也 之 长 小 于 名 , 设 P=004009iD441， 
则 dlv,) 守 62>8>>1， 从 而 有 v, 使 得 tov4v2v14t1 也 是 轨 ， 与 
石 为 最 长 轨 矛 盾 。 

41 v1EV，,，vEV,， 由 连通 性 , 有 轨 P(uiyo)， 在 已 (ou 
v3) 上 有 两 顶 4#，v ,使 得 4 ,，zEF:,，xoEE(G). 车 G 不 连 
通 ， 设 G,，G: 是 两 个 连通 片 ， 取 V,=V(G1), ,=V(G) 
一 记 ， 于 是 7 与 之 间 不 存在 端点 分 别 访 于 信 ,， 六 的 边 ， 与 
充分 性 的 假设 矛盾 。 

42 车 G 不 连通 ， 可 以 分 为 两 个 顶点 数 分 别 是 v 与 2: 的 互 


不 连通 的 子 图 G4，Gs， 从 而 s(G)<()+( 字 )<( 2) 对 后 
43 玉 ,-, 加 上 一 个 0 次 顶 。 
44 著 C 不 连通 ， 有 一 个 连通 片 G,，|7CG)1<[ 训 -] 


acy<[2-]-, 与 5>[ 时 | -1 矛盾. 


45 设 人 ,是 G-F 的 一 个 连通 片 。 对 de(0)~2e(G,) 


2E to) 
>>0 为 偶数 ， 故 z 伟 向 G, 顶 之 边 至 少 两 条 ， 从 而 w(G- 攻 
< 于 do。 


47 设 P=Plvi, 4) 与 已 =P' (vi，vz) 是 两 条 最 长 轨 ， 
且 无 公共 项， 由 连通 性 存在 轨 P*”(v,。%)， 从 而 可 找 出 比 P 更 
长 的 轨 。 

48 不 妨 设 #4，m 巴 连 通 ，P(o，P (v,w》 是 两 条 最 
短 轨 ， 则 了 (u,v) UP/ (om)》 中 含 一 条 从 4 到 由 的 最 短 轨 。 

49 ”任意 顶 对 4，vCV(G)，(1) wvEE(G) 时 doe (4,0) =1。 
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《2)xeoEE(G)，(o7《G) 中 任意 项 至 少 与 4，v 中 一 顶 相 邻 ， 
2 3EF(C)， 若 x，yY 皆 与 4 (或 0) 相 邻 ， 则 de (x, 3) 专 2， 
若 * 与 4 相 邻 ，y 与 5 相 邻 ， 则 de(x,y) 过 3， 故 @ 的 直径 不 大 
于 3， 不 可 能 ，(4) wsV(G)， 使 得 uw，vwEE(G) ,于 是 d$ (4， 
1) = 2。 综 上 可 知 G* 的 直径 小 于 3 。 

50 由 A=v-2 知 ， 存 在 顶 v，v 与 ?-2 个 顶 相 邻 ， 而 与 
顶 # 不 相 邻 ， 又 直径 为 2 ， 故 # 到 各 顶 距离 不 超过 2 ， 帮 *(G) 
2 -2) =2 -4 

51 存在 ww,EE(G), 又 GQ 连通 有 轨 Plu, w,), 令 P 
一 ay EBCG), 取 4 =0, 4 = = 工时 
Hi = WI), 

53 反 证 法 ， 最 长 轨 方 法 。 

54 设 P((zuyps) 是 最 长 轨 ，v。 的 争 顶 全 在 已 (ozb) 上 ， 
从 而 可 以 找到 长 至 少 为 6+1 的 

55 xyEE(G}, S(x), S50 分 别 表示 与 x， 距离 为 1 工 
顶 集 ，S (x) 站 SCy)=$。 |S(x)-y|=1S(zx) 一 xi=k 一 1, 故 芭 
少 2+2(8 一 IJ)= 2 个 顶 。 

56 xEV(G)，S; 是 与 xX 距离 为 i 的 顶点 集合 (= 0,1,2， 
…)，S1 中 顶 不 要 邻 ，S$: 中 每 顶 愉 与 S, 中 一 顶 相 邻 ，|3。| 
=1，|1S, | = ,SS :|=RR-HD， 枚 台 亚 少 有 1+ 息 十 玉生 = 了 
= 二 1 个 顶 . 

57 (a) 逐次 删 去 一 次 顶 ,由 于 v=1 或 2 的 单 图 不 可 能 > 
故 当 删 去 一 次 顶 的 步骤 终止 时 ， 得 到 ?之 ? 的 无 一 次 项 的 子 图 ， 
此 于 图 中 有 

(6) 只 需 证 明 。= s+4 时 成 立 。 用 反 证 法 ， 若 台 是 无 两 个 无 
公共 边 的 图 的 8=4+» 的 顶 数 最 少 的 图 ， 则 G 的 圈 长 不 小 于 5 ， 
且 54G) >3， 于 是 ， 由 呈 d(o) =2e 得 知 ?+4 = es8。 


ver 


由 围 长 写 5, 在 G 中 有 长 9 ( 围 长 ) 的 图 C,，C, 无 对 角 线 ，C。 
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上 的 每 个 顶 沸 有 伸 谷 Cs 外 的 边 ， 设 3, 是 Ce 上 顶 的 邻 顶 集 ， 财 
IF(Co1 么 1S:|， 故 >z>1S|1+1S1>9+gz10, 与 7S8 矛 慎 。 

58 用 Dijkstra 算法 。 

59 只 能 有 人 狼 羊 菜 ， 人 狼 羊 ， 人 狼 菜 ， 人 羊 菜 ， 人 羊 ， 
空 ， 菜 ， 羊 ， 狼 ， 狼 菜 10 种 状态 ， 以 这 十 状态 为 顶 ， 可 以 互相 转 
化 的 两 种 状态 之 间 连 一 边 ， 再 用 Dijkstra 算法 得 ( 边 权 取 1): 
一 人 狠 羊 \、 
一 人 半 菜 人 

60 (xiyxasx) 表示 8，5，3 斤 瓶子 中 的 有 酒 状态 ,用 
“Dijkstra 算法 求 《8，0,，0)》 到 (4，4，0) 的 最 短 轨 得 ， 

(800) 一 (350) 一 (323) 一 (620) ->(602) —» (152) ->(143) -> (440) 。 

61 令 ys=(ol ol?, of ES fy)= C06" ', 
于 是 ef <gJ"”， 又 仿 y= tm y。， 由 连续 性 
得 Z=limf(y.)=f(y), 工 是 闭 集 ，y，2ET，2z 是》 的 f 象 
点 ， 即 荐 y= (Goyaiyaz)， 则 QQ= (oaiya2) =f(ao, a 01), 


且 o =limol <limo?=0:，yES1， Si 阅 ， 


名 
人 着 菜 一 开 菜 一 人 入 菜 < 羊 一 人 羊 一 空 ， 


63 二 -Dat = (用 ))。 


64 ”首先 逐次 删除 1 次 项， 得 一 个 至 少 四 顶 图 ， 且 不 会 


66 r(3,4)=9, 

67 r(4,4) =18, 

68 nnn ), 

69 ”以 人 为 顶 ， 相 识 时 连 一 边 ， 则 此 图 中 的 四 边 形 无 对 角 
线 ， 不 相 邻 的 二 顶 在 一 个 四 边 形 上 ， 从 而 得 证 此 图 是 正则 图 《n 
=2k, A=6=h), 

73 用 公式 于 do) = 2e。 


wer 
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74 用 反 证 法 及 2 一 d(o) = 2e， 
人 
第 2 章 

1 最 长 轨 起 点 终点 非 叶 则 有 了 疼 。 
2 ”最 长 轨 方 法 。 
3 ” 若 有 s 个 叶 ，s 之 kh， 用 可 d{v) = 2e 计算 得 矛 大 。 

vEP 
4 若 e=v-w， 而 6G 的 菜 迄 通 片 G, 中 有 图 ，s(G1》 


之 vV(G1) ,从 而 e(G)= 忆 sa(G > 并 vG) -wtl=y -y+1,. 


i=1 i=1 


矛盾 。 
5 ”把 叶 删 除 后 得 的 树 与 原来 的 树 有 相同 中 心 ， 
6 ”数学 归纳 法 。 
7 ”对 v 用 归纳 法 ， 
8 对 有 用 归纳 法 
10 81, 


11 记 生 成 树 为 r, 个 ， 可 以 证 得 r。 一 4rs-t+4r。- :一 7 外 
可 ， 3-V5 下 
= 从 而 求 出 r,= -2+ (5 +( 2 区) 

12 由 公式 +(K,) =n"-*， 由 对 称 住 ，KK, 的 每 条 边 在 它 所 
有 的 生成 树 中 用 了 Ct 次 ， 所 以 z(K。 


—e)=n 2 = 2) 


16 把 根 删 去 得 两 个 子 树 ， 顶 的 个 数 分 别 为 与 一 一 1， 


wl 
k=0,，1，…，#~1I， 从 而 得 6。= 工 b6 -ri =boBbs-i 十 


LET 


bsbo。 由 xB:(z) -B(x) -1=0 得 B(s) = Yi- 入, 把: 


M1 3x 做 级 数 展开 ,比较 系数 得 6, = c( 。 

19” 删 去 生成 树 的 两 个 吐 . 

20 有 图 时 ， 从 图 上 删 去 一 条 边 ， 无 医 时 删 去 一 个 叶 ， 

26 vy(T), 

27 6 中 的 生成 树 对 应 到 如 中 并 不 是 生成 树 ， 在 G 中 余 衬 边 
对 应 的 五 中 的 上 条 边 中 ， 还 要 选 &- 1 条 边 ， 从 而 G 中 一 裸 生 成 
树 , 在 鼠 中 产生 各- 棵 不 同 的 生成 树 , 故 7(H) = 和 15(G)。 
第 3 党 

1 ecE，o(G- 忆 )Ue=1, 知 6 为 人 -EUe 的 刁 ， 
则 w(G-E/)=2， 否则 w(G-E)=1. 

2 G 为 KK, 中 加 入 三 个 新 顶 x ,》, 2 , 且 每 个 新 顶 与 兵 , 的 
每 个 顶 术 邻 。 

3 6=y-1, G=K,, x(G)=y-1=6, =7~2, I, 
Va viveER(O, yuEV (GO, vivs, Vv3EE(G)， 这 时 任意 
-3 个 顶 的 子 集 ,GV' 仍 连 通 ,:(G) >y 2=6,r(G)= 6. 

4 ”把 两 个 K, 的 每 个 顶 兴 与 长,-， 的 各 顶 之 间 连 上 边 . 

5 G 中 有 +/ 条 边 山 除 后 G 变 成 两 个 连通 片 G, 与 G， 的 不 


笑 通 图 ， 不妨 设 1 (GW)1=1< 池 ，6 之 之 1，G, 中 至 少 有 


5- (1 -1) 条 边 伸 向 人， (GD) 宇 [6- (I-11]i>0, ,=6. 

6 删 去 &- ! 个 顶 得 图 G1， 则 5(GW>- 二 "(GD -DG 
连通 。 . 

9 苦 任 二 顶 阅 至 少 有 两 条 无 公共 边 的 轨 ， 则 YekE(G) ， 
.G-e 连通 ， 即 G 是 2 边 连 通 的 。 反 之 ，G 为 ? 边 连 通 图 ， 无 的 ， 
把 6 分解 成 块 ，yx，zEJ(G)， 落 &，y 在 同一 块 ， 结 论 成 立 ; 
4， 在 两 块 内 ,例如 召 ,，P，,，…， 吕 ,是 块 ，2€B!，vE 电 ,， 
则 连接 各 块 的 是 割 顶 ， 有 两 条 无 公共 边 的 轨 起 于 4# 耐 止 于 v， 制 
机 是 两 条 轨 公 共 顶 。 
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10 未 必 ， 例 如 四 边 形 48CD 再 加 上 对 角 线 4C 得 到 的 图 
中 ， 轨 B84CD 与 另外 的 轨 尼 有 公共 顶 ， 但 它 是 2 连通 

11 只 需 证 明 多 于 两 个 顶 的 块 是 奇 圈 。 

12 ”对 块 数 进行 归纳 法 证 明 。 

13 对 G 中 割 点数 进行 归纳 证 明 .。 

14 在 G 上 加 入 新 项 x 与 >， 所 x 与 万 中 顶 器 邻 ，y 与 二 市 
顶 岂 邻 ， 再 用 Whitney 定理 。 

15(e) 对 & 进行 归纳 证 明 。(6) 对 v 进行 归纳 证 朋 。 
第 4 意 

1 只 含 一 个 割 顶 的 块 是 Euler 图 .从 G 中 把 此 块 的 边 删 
除 后 仍 为 Euier 图 、 

2 设 如 ，vs，"…，V24 是 奇 次 顶 , 在 vi 与 114 之 间 加 上 
新 边 es Ci=1，2，…，)。 

3 若 G-" 市 有 图 C，G- 巨 (C) 中 含蓄 途 通 片 是 Eualer 
图 ,了 是 此 连通 片上 的 Euler 回路 ,了 无 法 延长 成 G 上 的 Euler 
路 ， 故 G- 是 林 。 设 Q 是 一 条 不 能 延长 成 GC 的 Euler 回路 的 最 
长 的 起 于 v 的 行 迹 ， 则 Q 是 闭 行 迹 ，G 一 Q 的 连通 片 皆 Euler 图 ， 
与 G 一 "为 林 了 矛盾。 

4 ”用 反 证 法 。 

6 G 非 2 连通 图 (有 寡 顶 0 ，w(G~)2, 故 非 Hamil- 
t00 图 ,|[X1<IFI, oe(G-X)= 1Y|>|XI ，G 非 Hamilton 
图 。 

7 ol(G-3)<o(P-S) 反 31+1， 忆 是 Hamiiton 轨 、 

8 车 voEV(G), 使 dvo)=2，v 的 分 顶 为 21,0;, 则 G 中 


不 存在 以 wm，z: 为 端点 的 Hamilton 轨 ， 故 3 守 3， o>{ 全 ， 


四 


12 有 了 Hamilton 轨 ， 仅 当 #=odd 时 无 Hamilton 咖 。 
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14 以 骑士 为 顶 , 无 仇 者 之 冶 连 一 边 ，d(v) 之 n，d(w) 
十 d(v) 之 2x4， 由 Ore 定理 知 可 以 就 坐 。 

19 ” 剩 去 八 面体 的 六 个 顶 则 得 八 个 连通 片 ， 放 不 是 Hamilton 
涪 . 

20 在 二 十 面体 每 个 面 〈 三 角形 》 中 取 一 点 ， 两 个 面相 邻 
` 峙 ， 把 其 内 的 二 点 用 线 连 结 ， 此 线 与 楼 相交 得 到 一 个 图 @。C 是 
Hamilton 图 〈 同 构 于 十 -面体 )， 沿 其 Hamilton 图 剪 即 可 。 

21 和 xx 为 坦 数 。 
第 5 音 

4 ”平面 图 的 块 是 平面 图 反之， 可 帅 关于 抉 数 的 归纳 法 江 
明 ， 每 仿 块 皆 平 面 图 的 图 是 平面 图 

5《1) y=$。 删 去 一 1 条 边 后 G 变 成 树 , 放 有 e- (一 1) 
=V 一 1]，2=2v~2。(2) # 宇 4,，n -1 条 辐 的 轮 是 1 个 顶 自 对 加 
图 . 


8 以 3 为 顶 集 ， 仅 当 两 点 相距 为 T 时 ， 两 顶 相 邻 得 一 加 
如 ， 可 以 证 明 吕 是 平面 图 ， 于 是 e 拟 34 一 6,n=3 时 等 号 不 成 立 。 

9 ”正二 十 面体 和 正八 面体 . 

10 不 是 . 

12 仅 五 种 。 正 四 面体 ，4 顶 6 边 ， 正 六 面体 ，8 项 12 边 ; 
正八 面体 ，6 顶 12 边 ， 正 十 二 面体 ，20 项 30 边 ， 正 二 十 面体 ， 
12 项 30 边 。 

13 考虑 此 多 面体 平面 嵌入 后 的 对 偶 图 G*, >(G”) = $(@)， 
3<de*(o) 反攻 -1， 由 抽 懂 原理 ， 必 有 了 两 个 面 边 数 一 致 。 
第 了 音 

1 《29 一 1 1 fn! 

2 若 有 两 个 相 异 的 完备 匹配 内 ,，M ,， 则 MGM， 站 
T[M: 仿 杂 ,] 的 顶 尼 2 次 顶 ， 不 可 能 。 

3 上 & 为 假 数 ， 取 K,,,; 8 为 奇数 ， 取 顶 u，un:，… 
vs4-1， 把 淋 号 顶 与 偶 号 顶点 间 两 两 加 边 ， 再 加 边 册 0，，vsv1y 


326 


vreiv44-3， 得 到 的 图 为 G。， 取 个 两 两 不 交 的 Gs 和 一 
个 新 项 v。,， 把 每 个 G。 中 的 vss- 与 v, 之 交加 上 边 即 得 所 求 
之 G。 

4 落 有 完备 匹配 ， 第 二 人 总 取 第 一 人 相配 的 顶 ， 则 第 一 人 
必 输 。 反 之 ， 若 G 中 无 完备 匹配 ， 寻 为 最 大 匹配 ， 第 一 人 取 未 被 
届 许 配 的 顶 v,， 下 面 不 论 第 二 人 如 何 取 2;-1， v1-1 咱 被 村 许 
配 ， 于 是 第 一 人 总 取 与 wm -+ 相配 的 顶 wi 。 

5 (a) 把 五 ,。 的 顶 划分 《了 ，7》 中 的 二 与 了 之 顶 以 5， 
1，2，…9-1 编 号 《i 思 表示 了 中 的 i 号 顶 与 Y 中 的 i 号 
顶 之 癌 的 边 ，{ (i,i+h(modr)} i=0,1,…,z 一 1 是、,, 的 1- 因 
子 。 把 五 :. 的 项 ，v1，…，Vsn-1 放 在 正 24-1 边 形 的 顶点 
上 ，v。 放 在 中 心 ， 对 任 一 i ， 取 vv 边 ， 与 vov, 垂直 的 边 ， 
这 条 边 是 玉 ,，, 的 一 个 1 一 因子 。(6) 从 Petersen 图 中 聘 去 一 个 
1- 因 子 后 ， 简 下 两 个 不 交 的 五 边 形 。 

6 下,,+1 的 顶 为 0，1，…，2w。0 放 在 圆心 ， 其 余 的 等 
分 地 放 在 圆周 上 ， 取 C, = 012(2n)3(2n 一 1)4(2n 一 2)…n(n+2) 

《n+1)0，C, 是 一 个 2- 因 子 ， 把 C, 道 时 针 每 转 一 个 顶 点 就 产 
生 一 个 新 的 2- 因 子 。 

7 ”以 方 格 为 项， 有 公共 边界 者 相 邻 得 一 二 分 图 G ，G 无 完 
备 匹配 。 

9 (8) G 中 有 Luler 回路 C ， 构 作 二 分 图 C/ (和合 ， 了 ， 瑟 ): 
KX={x, Keys Xo) Y={ysy yas Yr) KXEE CG') 
当 且 仅 当 v;,v; 在 C 中 脐 次 相连 于 是 G' 是 可 1 -因子 分 解 
的 ， 从 而 G 可 以 2 -因子 分 解 。 

11 六 是 行 的 集合 ， 了 为 列 的 集合 ， 当 且 仅 当 两 线 有 公共 1 
时 ， 两 线 相 邻 ， 构 成 一 个 二 分 图 G 。 应 用 定理 3 (Kenig) 即 可 。 

12 按 11 题 构图 ,把 Y 中 不 满 记 次 的 顶 “ 切 ”成 一 次 顶 ,再 按 
次 数 由 大 到 小 排列 之 ， 从 后 面 调 一 些 一 次 顶 并 到 前 方 m 个 顶 不 满 
& 次 的 顶 上 ， 得 一 2 个 顶 的 六 次 正则 二 分 图 、 有 完备 匹配 ， 这 
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种 匹配 边 导 出 的 生成 子 图 对 应 一 个 0 -1 mxf 阵 ， 这 种 步 又 
可 以 进行 & 次 。 

13 B=X-5S, 于 是 XX 一 max{1S| -|N(s)1}= min(|X1 
4ST+INICO)D -minf181+1NCX~ 古 1},，G 的 任 最 小 要 


盖 沸 取 BUN CX - 3 的 形式 ， 故 最 大 匹配 边 数 为 |X1- max 
{51-1ING). 一 

14 利用 13 题 。 

15 G= (X7,B) 是 二 分 图 ， "是 偶数 时 ， 加 一 些 边 使 
*G[Y] 是 完全 图 ， 当 v 是 琳 数 时 ， 再 加 一 些 边 ， 使 GLY U{Y。]] 
是 完全 图 ，y。 是 增加 的 新 项 ，G 变 成 图 过。G 中 有 把 X 丝 许 配 
的 匹配 的 充 要 条 件 是 吾 有 完备 匹配 ，Hall 定 理 等 价 子 ，“ 吾 有 完 
备 亚 配 的 充 要 条 是 Y5SX，[ Ns(s) | 之 |S1”. 

16 用 Tutte 定 理 . G，…， G 是 CG-S 的 奇 片 mi 是 

odd, k=o0ddy 
<G, 与 5 阅 的 边 数 ， | 又 Gi 与 5 至 少 有 


even, R=even, 


韦 ~1 边 相连 ，m3k uv = even 则 0o(G-S)=0。 

17 G 有 完 甸 匹配， 由 Tutte 定 理 o(G-v)<l， 又 v(G) 
:一 eyen 故 o(G- 攻 21， 若 YvEV(G)，o(G-v) =1， 有 唯一 奇 
片 C,(v)，v 与 C。 之 间 的 边 为 elv)=vu, 耻 ={elv)} 为 完备 
亚 配 。 

18 ”在 璋 的 牌 多 的 人 手中 。 

19 X={a,b,csdsesf}, Y={(B,c,d), Ca,esf), (asb, 
‘2, (asbsd,f) (abe)}, xiEy; 时 ,Xiy 1EE(G). 构 作 一 
个 二 分 图 G . “ 

20 构 作 二 分 图 G= (X,Y,E),X={a,b,c,d,e},Y ={ace, 
包 c， dab，db，be}，x4€y1 时 ，X1y 1EE(G), 求 G 的 完备 匹配 . 

22 ”以 选 出 的 8 行为 X，8 列 为 YY 构 作 二 分 图 G= (X,Y， 
也)， 行 与 列 有 公共 方 格 时 ， 此 二 顶 相 分 ，G 是 2 次 正则 二 分 图 ， 
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有 完备 匹配 ， 和 扬子 与 黑子 相 瑟 。 
第 8 塞 

1 YGPetersen) =3。 

2 a{Petersen)=4, 

3 BlPetersen)=6, 


4 BU)>max{|X(H)), YDD)> 汪 (加) ,反之 ， 


G 不 是 二 分 ,有 奇 回 和，B (HD) < 一 uC)， 矛盾 。 


5 只 需 证 连通 的 有 割 项 的 图 不 是 B- 临 界 的 ， 

6 考虑 6 及 G'。 

8 7Y( 二 十 面体 )=2。 

9 at 二 维 立 方 体 ) = 2 " 

11 反驳 ， 例 如 Star。 
第 9 章 

2 GG= (无,Y,E) 为 二 分 图 ， 设 |X| 宕 IYl, 在 3 中 添 坊 
一 些 顶 使 | 六 | = |Y|， 再 加 一 些 边 ， 使 成 为 A 次 正则 二 分 图 ， 逐 
次 求 其 完备 匹配 . 

3 ” 反 证 ，G 存 在 最 佳 5 边 着 色 和 项 0 ,满足 de (2) >c(9)。 
2 满足 引 理 2 的 条 件 ，G 中 有 奇 几 ， 矛 盾 . 


5 v=odd， 在 正常 边 上 色 中 ， 同 色 边 条 数 < 了 -(» 一 1)。 


二 (G) -De(G)， 而 G 正 则 ，s(G) = >A, 


由 VYizing 定理 ，X/ <A+1， 故 % (G)=A+i。 

6 ”正常 边 上 色 时 ， 同 色 边 数 最 多 1# 条 , e>nA， 冤 X/(G) 
家 A， 出 Yizing 定理 , xX/ (G) = A+l。 

7 每 项 3 种 色 各 出 现 一 次 ， 等 色 组 成 一 个 匹配 。 1 色 与 2. 
色 边 导出 的 子 图 是 2- 因 子 G:，CG, 连通 ，G ,为 Hamilton 图 。 
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8 7 节 课 ， 若 上 8 节 课 ， 需 要 6 间 教 室 。 
9 (1) 对 KK,,., 进行 上 边 着 色 ，r(2， 3 3) 实 P-i 
了 33,53,223 3) 所 7 1。《2) 对 进行 归结 证 明 。 
18 利用 不 等 式 rs 和 [ole3+1 及 5Schur 定理 ，re 和 [61c] 
+1=1958。 
19 大 (G) 可 划分 成 X(G) 个 独立 集 ， 第 个 独立 集 m 个 
本 


顶 ，2e(G) < - 买 扫 ， 当 fm 时， 守 4? 取 极 小 值 , - 也 一， 


i i=1 
. 故 tt 1 
20 G, 为 G 中 1，2，3 色 顶 的 导出 子 疼 ， Gs, 是 其 余 色 
《4，5，…，X) 项 导出 的 字 图 ，G1，G。 演 非 二 分 图 ,， 有 无 公共 
顶 之 奇 围 。 
25 ROR—1)(R-2)*(kR:— 38+8), kk—1) (hk—2) (hk 
-— 5k+8), 
26 ”对 "进行 归纳 证 明 。 
27 利用 26 题 及 PG' ,8) =hP(G,kh~1)， 其 中 G' 是 6 元 
-一 新 顶 赂 ， 青 把 是 与 G 中 各 项 连 一 边 。 
30 X(n 维 立方 体 ) =2，X(n 维 立方 体 ) = 9 
31 否 ， 五 色 定理 。 
-第 10 宣 
1 2°, 
3 车 65>>0，G 中 每 顶 至 少 有 一 条 边 进 入 ,又 由 y<+%， 
注 每 顶 处 选 一 进入 边 ， 这 些 边 导 出 的 子 图 中 有 有 向 图 。 
6 ”竞赛 图 中 有 有 向 Hamilton 轨 。 
7 用 XA+1 及 有 向 图 中 有 长 %-1 的 有 向 轨 证 明 。 
8 ”利用 定理 4 。 
10 甲虫 能 咬 死 乙 虫 时 ， 从 乙 向 甲 连 一 条 有 向 边 ， 旨 一 党 


11 参考 第 二 题 。 
第 11 章 

3 设立 附加 源 * 与 汇 : ， 从 * 到 x, 连 3 条 有 向 边 ， 容量 
分 别 为 5，10，5; 从 y) 到 上 连 3 条 有 向 边 ， 容 量 分 别 为 5， 
I0，5。 

4 ”把 每 顶 v 变 成 两 个 顶 v 与 ”及 加 一 条 边 e=vv?， 
ce) 取 v 顶 的 容量 ， 进 入 2 的 边锋 进 入 2， 出 ?的 边 医 出 0%。 

5 ”进行 源 到 汇 与 汇 到 源 的 标志 。 

第 地 章 

5 构 作 网 络 ;， 天 = {s 时 昌 作 ivyU{3，ya 
Yirt)}s E’= {sx li VI U {yieIVI)} U {ry lv 
v1tE(G)}， 边 容量 由 1 ， 证 出 在 @ 中 覆盖 的 轨 的 最 小 条 数 为 
1 天 一下， 己 是 最 大 流 。 

6 槐 作 网 络 , V7 = {stU {9s Usyivly 
E’={sx lei<WVIU{ytlisiaIrFI}U {ry 1sisIri} 
Uyixrl9eviEE(G)}，xiy: 的 下 界 为 1， 其 余 边 之 下 界 为 0 ， 
一 切 边 之 上 界 为 2。 求 从 :到 1 的 最 小 流 。 OCTEI) 。 

11 在 一 个 二 分 图 上 解 一 个 匹配 问题 。 

第 13 宣 

3 设 $S 中 的 边 为 (7 )，YookF:， 追踪 由 bo 始 的 
Euler 回路 ， 由 于 最 后 还 要 回 到 w。， 故 〈7,，P,) 中 的 边 数 一 
定 是 偶数 。 反 之， 取 [,| =1， 则 知 每 顶 缘 偶 次 ， 是 Euler 图 。 

4 ” 相 刘 的 项 的 次 数 。 

5 Ga (于 ,Y,E) 是 二 分 图 yy 9502 9039 和 Ux 19 onxiyiy 
Vixit1v1 是 顶 的 排列 。 {04，…sv1x1} = 学 。 

6 ”对 谱 的 图 是 三 个 顶 的 轨 ，A4'""' 的 2，2 号 元 素 为 0 。 

8 否 。 

14 (1) 50, (2) 100。 

15 4 对 应 的 图 是 一 个 团 ，《〈1) 28，(2)》 当 mn 关 3 时 为 09 
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当 n=3 时 为 6。 

17 皆 零 阵 。 

18 0。 

19 C8 中 的 行 缚 为 多 (G) 中 元 素 ， 可 由 基底 CC 中 的 
行 线性 表 出 。 

20 (1) Nt =A(G)，(2) X(G) = 2。 

21 (1) 是 ,rtB81) =3=7-1。《(《2) 否 ，Bj 的 第 三 个 和 为 
3 ， 有 疝 次 顶 ， 《3) 是 ， 写 出 8 后 知 仅 有 两 个 疝 次 顶 ， (4》 
基 ， 无 天 , 与 五 ,: 的 同 肪 ， 此 图 只 4 个 顶 ; (5) evt1=5~4 
+1=2。《6) Z(G) 中 元 素 共 2 * =4 个 ,有 一 个 为 零 向 量 ， 
又 从 B 知 无 4 次 顶 ， 故 两 个 基本 立 并 成 的 Z(G) 中 另 一 向 量 为 一 
个 图 (7) 因 度 序列 为 ?，3，2，3， 满 足 Ore 定 理 ， 是 
Hamilton 镜 ， (8》7+(G) = 8， 
第 4 章 
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6 导 民 bi=0， 世 半 o， 表示 边 数 。 


让 一 了 f=. 了 二 1 一 1 
第 合 章 

1 参考 3DMENPC 的 证 有 明 。 

3 SCoeHS， 令 {S,,9,，…，S。) 和 天 是 SC 的 输入 ， 其 中 
SIES=u R651})，HS 的 输入 : C 
={R,[1<i<n}, U= {jl1<j<m}，& 保 持 不 变 。 

4 XCec0-1 KNAP。 令 XC 的 输入 是 集 U= {wo sy，…， 
Wii] 的 子 集 S8，S ;9 组 成 ,定义 fa= 于 (mrD 7 


ES 


(中 二 1) 一 ] 
= 


sl 


了 1 203 n=m b= m+1)' 


5 0-1KNAPePART, m=nt+2 pra f=12,e 


Wy Pars= Do tb, Pts =2 a-b, 


f=1 i 
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对 每 个 边 uo 附加 上 一 条 新 的 轨 axw，VCe 最 小 支配 集 


0 HPENPC 的 证 明 稍 加 改变 ， 
首先 对 R= 2 用 第 11 题 证 明 。 
,3 参考 STENPC 的 证 明 。 
16 MAXCcc MINEDB. 
17 MAXCoccMINCES,， 1 由 G'(YV/，E') 和 k' 组 成 ， 
由 GV，E)，s，+t 和 组 成 
VV Uf sa)}, HolV’|, E= {ulweE(G’)}, 
a t=xas R= —k’, 
18 参考 0-1KNAP. 
19 INDeIFWB, 
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